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Transzendenzuntersuchungen periodischer Funktionen 1. 
Transzendenz von Potenzen, 


Von Theodor Schneider in Frankfurt a.M. 


Die Transzendenz der Zahlen »*, wobei ® irgendeine von Null und Eins verschie- 
dene algebraische Zahl und # eine imaginärquadratische Irrationalıtät ist, wurde ım 
Jahre 1929 von A. Gelfond bewiesen !). Im Februar 1930 zeigte C. L. Siegel in seiner 
Vorlesung über Zahlentheorie, daß »* auch dann transzendent ist, wenn ® den Wert 
einer reellquadratischen Irrationalität annimmt. Unabhängig davon lieferte R. A. Kusmin 
hierfür einen ähnlichen Beweis?). Schließlich bewies K. Boehle im Jahre 1932 den Satz: 
Sind 9,, ®,,...,d, s voneinander linear unabhängige Zahlen eines algebraischen Zahl- 
körpers s-ten Grades (s 2 2), so ist stets mindestens eine der Zahlen w*, w*, .. ., w®s 
transzendent, wenn ® eine beliebige von Null und Eins verschiedene Zahl ist ?)®*). 

Durch sinngemäße Übertragung der von C. L. Siegel zum Transzendenznachweis 
der Werte gewisser Lösungen linearer Differentialgleichungen für algebraisches Argument 
entwickelten Methode ?) auf Lösungen von anderen Funktionalgleichungen gewinnt man 
den allgemeineren Satz: 

Es sei w verschieden von Null und Eins und ® nicht rational, so ist von den drei 
Größen w, ®, w*°) mindestens eine transzendent. 

Ich will diesen Satz noch in drei weiteren, einander vollkommen gleichwertigen 
Formulierungen aussprechen: 

1. Es sei » eine algebraische Zahl, verschieden von Null und Eins, und es sei # eine 
algebraische Irrationalität, so ist »® transzendent. 

2. Es sei eine von Null und Eins verschiedene algebraische Zahl und w’ = »] 
log n 
es 

3. Die Logarithmen algebraischer Zahlen in bezug auf eine algebraische Basis sind 
transzendent oder rational. 

Aus der letzten Formulierung folgt, daß insbesondere die Briggischen Logarithmen 


derjenigen rationalen Zahlen, die keine Potenzen von 410 sind, transzendente Werte 
haben. 


!) Comptes Rendus 189, p. 1224, Paris 1929, 

2) Bulletin de l’Acad&mie des Sciences URSS, Leningrad 1930, Nr. 6. 

3) Mathematische Annalen 108, p. 56, Berlin 1933. 

32) Am Tage der Einreichung des Manuskriptes erfuhr ich, daß der im folgenden bewiesene Satz ebenfalls von 
A. Gelfond gefunden und eine Skizze des Beweises bereits am 1. April 1934 veröffentlicht wurde (Sur le septiöme 
probleme de D. Hilbert; Comptes Rendus de l’Academie des Sciences de !’URSS, Leningrad 1934, Volume II, Nr. 1, 
p. 1). Der Gelfondsche Beweis unterscheidet sich aber von dem meinigen in vielen Punkten wesentlich. 

4) Über einige Anwendungen diophantischer Approximationen, Abhandlungen Akad. Berlin 1929, Nr. 1. 

5) Unter »® sei der Wert e®log® mit irgendeiner festen Bestimmung von log » verstanden. 

Journal für Mathematik, Bd. 172. Heft 2, N) 


sei algebraisch, so ist 9 = transzendent oder rational. 
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Aus der Formulierung 1 folgt, indem man speziell durch —1 = e'* ersetzt, 
daß die Exponentialfunktion e‘= für alle irrationalen algebraischen Argumente z stets 
transzendente Zahlenwerte annimmt. In geometrischer Einkleidung lautet dies: Wenn 
in einem gleichschenkligen Dreieck das Verhältnis vom Basiswinkel zum Winkel an der 
Spitze algebraisch, aber nicht rational ist, so ist das Verhältnis zwischen Basis und Schenkel 
stets transzendent. 

Der behauptete Satz stellt die vollständige Lösung eines der bekannten, von 
D. Hilbert im Jahre 1900 aufgestellten Probleme dar ®). 

Ich will nunmehr den Beweis des Satzes angeben. Da die bei Gelfond und den 
anderen Verfassern notwendigen Hilfssätze über die Verteilung der Primideale hier voll- 
kommen herausfallen, so wird damit zugleich ein einfacherer Beweis für die bekannten 
Resultate gewonnen. 


Man bilde eine Funktion ZL,(x2) = P,ı(2) + Pırl2)w” +: + Pulz)w*-»*; 
die Koeffizienten der Polynome Pu (i=41,...,k) vom Grade 2n —1 seien derart 
bestimmt, daß L,(z) an m? im folgenden Absatz angegebenen Stellen verschwindet. 
k,m und n seien natürliche Zahlen, die später näher fixiert werden. 


Es sei ®# eine irrationale Zahl. Man setze [Ykn] = m. Dann sind die m? Stellen 


a-+-b®l(a,b=1,2,...,m) alle voneinander verschieden. Ferner ist 
la+bd| <y,m (a,b=1,2,...,m), 
wobei y, und die später auftretenden ys, Y3, ... natürliche, von k und n unabhängige 


Zahlen bedeuten mögen. 

Aus der Bedingung des Verschwindens von L,(x) an den obigen Stellen a +5 
ergeben sich m? homogene lineare Gleichungen für die 2kn Koeffizienten der Polynome 
Pui(li=1,2,...,k), die ich X,(v=1,2,...,2kn) nennen will. Die Koeffizienten der 
X, in den homogenen linearen Gleichungen seien mit A, (u =1,2,..., m?) bezeichnet. 
Dann ist das Gleichungssystem 


2kn 
(1) 2 Ay X, = 0 („=1,2,..., m?) 
zu lösen. Unter der Bedingung 
(2) kK®<sn 
sind die A,„ Polynome in 9, ®, &® von höchstens (2n — 1)-tem Grade in jeder der drei 


Größen. Die Zahlkoeffizienten dieser Polynome A,, sind ganzrational und absolut ge- 
nommen kleiner als 2°°""m’”"', und dies ist nach (2) kleiner als y3n”". 


Nunmehr mache ich die Voraussetzung: Es seien 9, w, ® algebraische Zahlen. 
Der kleinste Zahlkörper, in dem sie liegen mögen, sei ein Körper 8£ vom Grade s mit 
der Basis 0,,03, - - .,@,. Durch Multiplikation mit einer geeigneten Zahl y, gehen dann 
do und w® in ganzalgebraische Zahlen über. 


Also sind auch die Zahlen y$”A,, ganzalgebraisch. Ich multipliziere nun die 
Gleichungen (1) mit y$* und ersetze y$”A,, durch a,. Es sei für algebraisches A 


das Maximum der absoluten Beträge aller Konjugierten von A mit |A]| bezeichnet. 
Mithin ist 
[e,.] < vs van ver N, 


%) Mathematische Probleme, Vortrag von D. Hilbert, Gött. Nachr. 1900. p. 253. 








NEN ES ea 


® 
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wobei N vorübergehend die Anzahl der Glieder des Polynoms A,, bedeute. Es ist aber 
NS (2n)®. Damit ergibt sich 


(3) la.]< yon" = B. 
Es gilt nun der 
Hilfssatz 1: Das Gleichungssystem 


2kn 
(4) „Lauf, (u=1,2,..., ms) 
ist, wenn die a, der Bedingung (3) genügen, für y„„=0 (u= 1,2,..., m?) lösbar in 


nicht sämtlich verschwindenden ganzalgebraischen Zahlen X, aus $, so daß [%,] < en” 
ist. 

Beweis: Die 2kn Unbekannten X, sollen unabhängig voneinander alle ganz- 
algebraischen Zahlen mit der Darstellung Bao, +: +B,o„ B=(0, +1,.., +Ah 


((=1,2,...,s) durchlaufen; es gibt deren (2% + 1)’ voneinander verschiedene Es 
ist dann 
(5) %,]<y% (v=41,2,...,2kn). 


Mittels des Gleichungssystems (4) werden dadurch (2h + 1)”* Systeme von Zahlen y, 
dargestellt, die nicht alle voneinander verschieden zu sein brauchen. Ferner folgt aus 
(4) und (5), daß 

(6) [v,] < AhnyrhB (n=1,2,..., m?) 
ist. Jede Zahl y, hat aber eine Basisdarstellung Bje, + + B;e,. Eine gleiche Dar- 


stellung mit denselben B; (i=1,2,...,s) und mit Ersetzung der o,; durch ihre Konju- 
gierten gilt für die sämtlichen Konjugierten von y, Da die 9,,0,, . . -,o, aber eine Basis 


sind, kann ich dieses System von s Gleichungen nach jedem der B; auflösen und erhalte 
B; als linearen Ausdruck in den Konjugierten von y,, dessen Koeffizienten nur von 8 


abhängen. Aus (6) folgt mithin 

(7) |Bi| = 2kny; hß (= 1,2,....8). 
Es gibt aber genau (4kny;3hß + 1)’ voneinander verschiedene ganze Zahlen, deren Basis- 
darstellung der Bedingung (7) genügt; und mithin gibt es höchstens (4knyshß + ur 


verschiedene Systeme Y,,...,Y4,. Ist nun 

(8) (Akn yahß +1)” <(2h +1)”, 
so fallen zwei zu verschiedenen Systemen X,,X,..., Äzın gehörende Systeme 
Yı» Ya + - +» Y.. Zusammen, und durch Subtraktion der ersteren voneinander erhält man 
eine Lösung von „=0(u=1,...,m?) in ganzalgebraischen Zahlen X,, X, . . ., Xan, 


die nicht sämtlich Null sind, und die nach (5) der Bedingung [x,] <2y,h genügen. 
Die Bedingung (8) ist aber erfüllt, wenn 


(9) h= ysßkn 
gesetzt wird. Setzt man in (9) die Bedeutung von ß aus (3) ein, so erhält man 
[X,] < 2y, yakn yan?® < yanır. 
Damit ist der Hilfssatz bewiesen. — 
Neben Z,(x) will ich noch weitere Näherungsformen aufstellen. Es sei 
L.(x) = II,(z)  L,(x +0 —1) (=1,2,...%), 


9* 
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wobei /7,(x) = _H te — a—b#d) ys} ist. Der Grad von /Z,(x) ist m(s — 1). Dann 
1<Sbsm- 


verschwindet Z,(z) an denselben Stellen a+b5d (ab=1,2,...,m) wie L,(x). 
Definiere ich die Polynome P,.(z) durch 


Pa{z) = Is(z) : Pı{x +0 —1) (,r=1,2...,%), 
so ist 
r 
L.(x) u. Pa{x) w(r De (=1,2,...,%). 


Es seien Pr, Piry - --, Pır, die sämtlichen nicht identisch verschwindenden 
unter den Polynomen P,1 Pız» -- -, Pıx; dabei ist r<k und nach Hilfssatz 1 auch 


r>4A. Bezeichne ich noch die Determinante |w"""e- p 


o,(2)|, in der o und o 
beide von 1 bis r laufen, durch D(x), so behaupte ich in 
Hilfssatz 2: Es ist D(x) nicht identisch gleich Null. 


Beweis: Ist g, der genaue Grad von Pır, und 
Pr, =00t+:-- G=132..,P7), 
dann ist die r-reihige Determinante 
Dix) = |") 7,(&) - Pu (2 +0 —1)) 
= II,(x) I;(z) : : - IIr(&) (cı6a 7 a u  ? 
wo der Grad der in der Klammer nicht hingeschriebenen Glieder kleiner als g, +98, +: +48, 


ist. Die Determinante D(x) ist also sicherlich dann nicht identisch Null, wenn die Vander- 


mondesche Determinante |wo"""e""| von Null verschieden ist; diese ist aber 
ungleich Null, falls & weder den Wert Null, noch den einer Einheitswurzel hat. Für den 
Fall, daß ® eine Einheitswurzel + 1 ist, ersetze ich im ganzen bisherigen Beweisgang 
die Zahlen w, 9, ©’ durch w, 9',w; dann ist bei irrationalem # die Zahl »* be- 
stimmt nicht Einheitswurzel. Mithin ist in jedem Falle die entsprechende Determinante 
D(x) nicht identisch Null. — 

Wenn D(x) nicht identisch Null ist, wieviel Nullstellen hat es dann höchstens ? — 
Dazu schätze ıch den Grad von D(x) ab. Dieser sei g. Dann ist nach (2) 


g < Um + EZIE, < 3kn < 12 m. 


Folglich verschwindet D(x) nicht an allen Stellen a +53 mit1<sa sAm, 1sb<S Am. 
Mit & sei fortan eine solche von diesen Stellen bezeichnet, für die D(£) #0 ıst. Folg- 
lich ist mindestens eine der r Zahlen Z,(£) von Null verschieden und |£| < ygm. 
L,(£) ist aber eine algebraische Zahl, und Z_(£)y$" ist ganzalgebraisch. Mithin ist, 


wenn das Zeichen N die Norm in $& bedeutet, 
(10) AIAGEOTEE 


Fortan sei 





(11) m > Max (y,, 2y}). 
Dann hat die ganze Funktion 
Ls(2) 
II (2 — a— b9) 





E 
X 
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im Punkte z = E nach dem Residuensatz die Darstellung 
L.(£) 1 [ L.(x) dx 
G Il(x 





IME—a—bBd) ni — a—bd)r—E£’ 
wobei C hier als Kreis um den Nullpunkt mit dem Radius A = m? gewählt sei. Es ist 
nach Hilfssatz 1: 
Max |ZL (2)| <»% n?n(y ,m2)”" Ankykm'(y, m?) 


|z]=m?* 


(k—1)m 


zu. 
Dieselbe Abschätzung gilt bei geeignetem y,, auch für [z.(8)l. Folglich ist: 


IL kin „5n m (m2\ =" 2 
| ()l < Yı n (Y, mM) a m 


ei „ n. (3 22 s)n 2 


Mithin ergibt sich die Abschätzung: 


k 
7 5 ru <-> en „‚(s—1)k’n s—1)n 
NL) < rien (0%) ar 


< yon n. (3 u Son e 


Ist nun z — 5s = 1, so sind für genügend großes n die Bedingungen (2) und (11) erfüllt 


und die Zahl |N(Z,(£)y$*)| <1. Dies ist ein Widerspruch zu (10), woraus der be- 
hauptete Satz folgt. 





Eingegangen 28. Mai 1934. 
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Transzendenzeigenschaften elliptischer Funktionen. 


Von Theodor Schneider in Frankfurt a.M. 





Es sind bis jetzt nur sehr wenige Transzendenzaussagen über elliptische Funktionen 
bekannt. Im Jahre 1931 bewies C.L. Siegel, daß von den vier Größen g,, &3, ©, ®z 
nicht alle algebraisch sind !), wenn durch g, und g, die Koeffizienten in der Differential- 
gleichung der Weierstraßschen $-Funktion und durch w, und w, zwei zu dieser Funktion 


gehörende primitive Perioden bezeichnet werden; falls das Periodenverhältnis 7 = hun 


©; 
und die Größen g, und g, algebraisch sind (z. B. im Falle der komplexen Multiplikation), 
folgt daraus die Transzendenz von w, und von w,. Im Februar dieses Jahres zeigte ich 
in einer noch nicht gedruckten Arbeit, daß auch die vier Größen g,, 85, ®; und n, nicht 
sämtlich algebraisch sind. 


Diesen Aussagen will ich in dieser Arbeit den folgenden umfassenderen Satz an- 
reihen: 


Besteht zwischen ß und r keine lineare Beziehung mit rationalen Zahlkoeffizienten, 
so sind die fünf Größen g,, &s, t, ß und P(w,ß) nicht alle algebraisch. 


Wenn die beiden Zahlen £ und r die Eigenschaft haben, daß zwischen ihnen keine 
(nichttriviale) lineare Gleichung mit rationalen Koeffizienten besteht, so sage ich: es 
sind £ und r linear unabhängig; im andern Falle nenne ich sie linear abhängig. 

Mit dieser Bezeichnung spreche ich den behaupteten Satz ın folgenden Fassungen 
aus: 

1. Es seien g,, 83, r und f algebraisch (z. B. sei 7 imaginärquadratisch); dann 
ist @(®,ß) transzendent, wenn ß und r linear unabhängig sind. 

2. Es seien g,, 3, 7, P(w,ß) algebraisch; dann ist entweder ß transzendent oder es 
sind r und £ linear abhängig, was man auch durch die Worte — es ist fw, ein rationaler 
Teilwert einer Periode — ausdrücken kann. 

3. Man bilde ein Integral erster Gattung mit algebraischen Koeffizienten längs 
einer Kurve vom Geschlecht Eins mit algebraischen Zahlkoeffizienten zwischen zwei 
algebraischen Stellen. Der Wert des Integrals ist bei algebraischem r entweder ein 
rationaler oder ein transzendenter Teil einer Periode. 


Die Aussagen 1 und 2 gelten auch für eine elliptische Funktion /{w) mit den Perioden 
®, und ®, statt der Funktion P(u), wenn die in der Darstellung von /(u) durch p(u) 
und £’(u) auftretenden Koeffizienten algebraisch sind. 


1) Über die Perioden elliptischer Funktionen, J. f. Math. 167 (1932), p. 62. 
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Speziell ist in den vorhergehenden Sätzen auch eine Aussage über konstruierbare 
Teile des Lemniskatenbogens enthalten, die besagt, daß außer den schon bekannten 
rationalen Teilen nur noch geeignete transzendente Teile des Gesamtumfangs elementar- 
geometrisch konstruierbar sind. — In der Formulierung 2 ist als Spezialfall ein Satz 
über die Nullstellen der $-Funktion enthalten. Nimmt man zu diesem Satz noch die 
in der Teilungstheorie der elliptischen Funktionen bewiesene Tatsache, daß im Falle der 
komplexen Multiplikation die @-Funktion an rationalen Periodenteilen nur in zwei 
Ausnahmefällen verschwinden kann, nämlich im lemniskatischen (r=i,g, = 0) und 


im äquianharmonischen Fall (7 = iV3, g, — 0), so erhält man die Aussage: 


Sind g, und g, algebraisch und liegt komplexe Multiplikation vor, so befinden 
sich die Nullstellen der $-Funktion bei Ausschluß der beiden genannten Ausnahmefälle 
nur an transzendenten Teilen einer Periode. 

Während sich der behauptete Hauptsatz nach dem Resultat des vorstehenden 
Teiles I dieser Arbeit ?) vermuten läßt, ist doch hier der Beweisgang von dem dortigen 
verschieden. Es ist aber leicht möglich, den hier vorzutragenden Beweis auf das dort 
behandelte Hilbertsche Problem zu übertragen, wobei sich sogar vieles einfacher ge- 
staltet. Auch kann man mit dieser Beweismethode einen Satz über ganze ganzwertige 
Funktionen gewinnen. Ich beweise nun den behaupteten Satz. 


Für ®, setze ich fortan ® und mache die Voraussetzung: Es seien g,, £3, T, ß, 
P(wß) und damit auch p’(wß) algebraisch. Die sechs Größen mögen in einem Körper 
& vom Grade s liegen. Dann werden die sämtlichen Größen durch Multiplikation 
mit einer geeigneten, nur von $t abhängigen natürlichen Zahl y, ganzalgebraisch. Ferner 
seien ö und r linear unabhängig. Unter A,/,x,k mit Aslund =» =<k verstehe ich 
natürliche Zahlen. Ich behaupte nun in 


Hilfssatz 1: Zu jedem / gibt es eine von Null verschiedene, in 8 ganzalgebra- 


ische Zahl ®, so, daß alle Zahlen p(Awß)""®&, (A=1,2,...,1; #»-1,2,...,k) 
ganzalgebraisch sind und daß die Ungleichung 


(1) IPB)" |< y2” ®) 
besteht; hierbei sei y,, wie auch die später vorkommenden y3, y4, - - - , eine nur von 
abhängige natürliche Zahl. 

Beweis: Mittels des Multiplikationstheorems der £-Funktion läßt sich die Funk- 
tion P(Au) rational ausdrücken durch (u), 9’(u), g, und g, und zwar ist nach Fricke *): 


(2) p(Au) = p(u) — ei rt 





dabei gelten für Y;(u) die folgenden Rekursionsformeln: 

Yı(u) —=41 ’ 

Pu) = — p’(u), 

Ys(u) = 3p (u)! — 3 8,P (u)? — 3g5P (u) — 7’ 82; 

Yu) = p’(u) plu)® — 3 g,P(u)! — 108, P(u)? — 3 gEPlu)? — g285Plu) + 382 83) 
und allgemein gilt: 





2) Transzendenzuntersuchungen periodischer Funktionen 1. 


®) Unter [4] sei für algebraisches A das Maximum der absoluten Beträge aller Konjugierten von A verstanden. 
4) Die elliptischen Funktionen und ihre Anwendungen, Leipzig u. Berlin 1922, Bd. II, p. 184. 
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Yaırı(a) = Yarz(u) Yalu) — Yı-ılu) Yirılu) A>1), 
Y2,(u) Yelu) = Yılu) {Yirz(u) Yi-ılu) — Yı-e(u) Yirı(u)} (1>2). 
Zunächst überzeuge man sich, daß der Quotient Ys,(u) : Ygz(u) und damit auch die 


Funktion Ys;(u), ebenso wie Ya.+1(u), ein Polynom in den vier Größen p(u), ’(u), gs 
und g; ist. Ferner folgt aus den Rekursionsformeln, daß die Koeffizienten eines jeden 


(3) 





Polynoms Y;(u) rationale Zahlen sind, deren Nenner ein Teiler von 2” ist, Ver- 
sieht man g(u), P’(u), g;, g5; mit passenden Gewichten, indem man setzt: p = al”, 
p' = cCyl?, gg = Ct, g3 = c4l®, so erkennt man leicht, daß Y; in it die Dimension 42? — 1 
hat. Daraus folgt, daß der höchste Gesamtgrad des Polynoms Y,(u)® und nach (2) 
auch der des Polynoms Y;(u)®% (Au) in den Größen p(u), P’(u), 8, g; kleiner ist als 
232. Setzt man nun für u den Zahlenwert wß ein, so ist die Zahl Y,(wß) in 8 algebraisch ; 
aus den vorstehenden Untersuchungen folgt aber weiter, daß Y,(wß) Eau ” un in 


ganzalgebraisch ist. Nach (2) hat auch die Zahl p(Awß) Yilwß) -2” yi einen 
I 2 2 - 
ganzalgebraischen Wert. Setze ich daher ®; -NH Hilopß)- 2°”), so ist immer 


p(Aoß)” " & (A=41,2,..,1; #x=1,2,...,k) ganzalgebraisch. Ausgehend von (2) 
und von der Unabhängigkeit von ß und r, schließt man leicht auf das Nichtver- 
schwinden der Zahlen Y,(»ß) (A=1,2,...,!) und damit auf das Nichtverschwinden 
von ®. Aus dem Bestehen von (3) folgt die Richtigkeit der Beziehungen 


Ye] < | Yırz(o8)] [Yo] + [Yator)]-|Yarıtop) | 
|YeloB)| < y3|Yitoß)|- {| Yirso 8) || Yo 8) F+ | Yı-et» 9) | -| Yırıto#) ]7, 














3 
’ 























und daraus erhält man |Y,(»oß)| <y}. Mithin ist 








< ya (2y,), woraus 
nach (2) die Abschätzung 
\p(20 8) "o, er ee (2 ER ui y ru FR und < ya 


folgt. Damit ist der Hilfssatz bewiesen. 





Unter m, n und d seien noch näher zu bestimmende, natürliche Zahlen verstanden, 
zwischen denen die Beziehungen 
4d® = n = km 
und 





(4) 2k? < d? 
gelten. Dann mache ich die folgende Aussage in 
Hilfssatz 2: Die Form 


L(z) = Pı(z) + Px(@)p(ox) + + Pılz)plor)””, 
wobei die P,(x=1,2,...,k) Polynome in x vom Grade 2m — 1 seien, verschwinde 
an den Stellen a + dr +cß mit 
isjeal sa, 1SIbi sd, isses, 
Dann sind die Koeffizienten X; der Polynome P, (x =1,2,...,%) derart wählbar, 
daß sie nicht sämtlich verschwinden, in $ ganzalgebraisch sind und der Bedingung \ 











(5) X;| < Yan” E 


genügen. 
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Beweis: Es gelten für die 2n unbekannten Koeffizienten X; genau n lineare 
homogene Gleichungen. Die Koeffizienten A; (i=1,2,...,2n; j=1,2,...,n) 
dieser Gleichungen will ich untersuchen. Sie sind Polynome in £ und r vom Grade 
G|, < 2m und in p(oß), P(2wß),..., Pld!!wß) vom Grade G, <k mit ganzrationalen 
Zahlkoeffizienten. Nach Hilfssatz 1 sind die Zahlen A;; Pa: in 8 algebraisch und 
die Zahlen A, 0a y}” = a, sind ganzalgebraisch. Ferner schließt man aus dem 
obigen und aus (1), daß die folgende Ungleichung gilt: 


[«,,| < (Y- re < ve Er n”. 
Nach (4) ist 2kd® < m und mithin [a,] <yzn”. Durch einen zu Hilfssatz 1 aus 
Teil I analogen Satz erhält man die Aussage, daß die homogenen linearen Gleichungen 


zn 
% X;=0 (j=1,2,...,n) lösbar sind in nicht sämtlich verschwindenden, in & 
ganzalgebraischen Zahlen X;, die der Bedingung (5) genügen. 


Bis hierhin liefen die Beweise von Teil I und II parallel; nun aber werden dort 
vorkommende algebraische Schlüsse hier durch funktionentheoretische ersetzt werden. 


Unter den Gitterpunkten des Bereiches ®(g) will ich die Gesamtheit der Stellen 
a+br-+cß mit 
1slasf, 1slbjsf, 1sczg 
verstehen. Die natürlichen Zahlen ö und » und die Zahl « sollen die folgenden Be- 
dingungen erfüllen: ö>d und 45° =» = ku. Aus (4) folgt dann 
(6) 2K® < öf. 
Ich behaupte nun in 


Hilfssatz 3: Ist d genügend groß gewählt, so folgt aus dem Verschwinden von 
L(x) in B(612), daß die Funktion Z(x) auch an allen Stellen von B(613) den Wert Null 
annimmt. 


Beweis: Es sei £ irgendeine der Zahlen des Bereiches B(ö"?). Weiterhin gibt 


es eine Konstante y, so, daß L(z) - II(y,(2— «’ — b’r))” eine in dem Kreis C um den 
|a’|<6?', |b’|<6?* 


Nullpunkt mit dem Radius R = — 5% ganze Funktion ist. Die Zahl 
9 


L,(&) = L(&) I (yı(E — a’ — b’ r))" Q,u.y1” 
ist nach Hilfssatz 1 ganzalgebraisch. Wenn ich also beweisen kann, daß die in $ ge- 


bildete Norm dieser Zahl, die ich mit N (Z,(£)) bezeichne, absolut genommen kleiner als 
Eins ist, dann ist mein Hilfssatz bewiesen. 











Die nach Voraussetzung innerhalb von € ganze en . an 
hat nach dem Residuensatz für das Argument z = £ die Darstellung 
(7) L,(£) ARE. [ D L,(x) da 
II(E— (a+br+cß)) 2ni) Ir —(a+br+ch)) z—E' 
B(ö'*) C B(ö%) 


hierbei sei C’ eine aus den Mittellinien des Periodennetzes der £-Funktion gebildete 
Treppenkurve, die ganz innerhalb des Kreises C liegt und einen möglichst großen 
Flächeninhalt besitzt. Auf dieser Kurve ist die Funktion p(wx) beschränkt. Ich 
will zunächst L,(x), wenn x ein Punkt von C’ ist, abschätzen. Zu diesem Zweck über- 
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zeuge ich mich von der Richtigkeit der folgenden Ungleichungen. Es ist nach (5) 


Max |L(x2)| <y, u yı, 2km <y\,, er 


zaufl’ 


und durch Berücksichtigung von (6) erhält man 


Max | II (yı(® — a — br)" | < (yad  <yer. 


zaufl 
Daraus ergibt sich unter Benutzung von (1) die nachstehende Ungleichung: 
(8) Max |L,(@)| << "y, y’ " <<". 
zau 











Dieselbe Abschätzung gilt, eventuell mit einem anderen y,s, für |ZL,(£)|. Aus (7) und 
(3) folgt wegen ö >d für hinreichend großes d 


> v v iv 
|Z, (£)| < Yıa (0) (1159) Yıs < Yır on, 
Durch einfache Umformung ergibt sich daraus 
LE < nn, a, 
Mithin erhält man für die Norm die Abschätzung 


r & So s— v s—2ulk— v s—2ulk— 908 
(9) N, 


Setze ich nun k = 90s + 1, so kann ich d so groß wählen, daß aus (9) 
INZiE))| <1 
folgt. Damit ist der Hilfssatz bewiesen. — 
Jetzt komme ich zum Beweis des Hauptsatzes. Für d sollen die folgenden Be- 
dingungen, in denen alle seitherigen auch enthalten sind, gelten: Es sei (4) erfüllt und 


Hilfssatz 3 gültig; ferner sei d, = [dt?] größer als d und schließlich sei d die kleinste, 
durch k teilbare natürliche Zahl, die den vorstehenden drei Forderungen genügt. Damit 
sind auch die natürlichen Zahlen m und n festgelegt. Unter d, sei der Wert von d ver- 


R 13 . 
standen und es werde d,,, definiert durch d,., = [d}?] (r=0,1,...). Dann diver- 


gieren die Zahlwerte d, mit wachsendem r gegen Unendlich. Verschwindet nun Z(x) in 
B(d;”), so ist es nach Hilfssatz 3 auch für alle Zahlwerte a + br + cß in B(d;‘) gleich 
Null. Nach Definition ist aber d!?’ > Ms folglich verschwindet Z(x) sicher in B(d..). 


In den Gitterpunkten des Bereiches ®(dg) nimmt es den Wert Null nach Konstruktion 
an. Durch vollständige Induktion folgt daraus, daß die Funktion ZL(x) für alle Argument- 
werte a+-dbr+cß, 1s|jlal, 1s|b|, 1 sc den Wert Null annimmt. Diese Stellen 
besitzen in der komplexen Ebene mindestens einen Häufungspunkt im Endlichen. Ferner 
ist Z(x) eine meromorphe Funktion. Es läßt sich darstellen als Quotient zweier ganzen 
Funktionen, und die Nullstellen der Zählerfunktion häufen sich im Endlichen. Nach 
einem bekannten funktionentheoretischen Satze, der durch eine einfache Überlegung 
zu bestätigen ist, ist dies nur möglich, wenn die im Zähler stehende ganze Funktion 
identisch Null ist. Also ist auch Z(x) identisch Null und p(wx) ist eine algebraische 
Funktion. Dies ist ein Widerspruch, der sich nur behebt, wenn man die zu Anfang ge- 
machte Voraussetzung, die besagt, daß die fünf Größen g,, 83, T, ß und p(w»P) sämtlich 
algebraisch sind, fallen läßt. 





Eingegangen 20. Juli 1934. 
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Über die Invarianz des Geschlechts eines algebraischen 
Funktionenkörpers. 


Von Ernst Witt in Göttingen. 





In Anbetracht der großen Bedeutung, welche die arithmetische Theorie der alge- 
braischen Funktionen in neuerer Zeit wieder gewonnen hat, soll hier ein kurzer Beweis 
für die Invarianz des (arithmetisch definierten) Geschlechts gegeben werden, gewisser- 
maßen als ein Ersatz für $ 5 der Arbeit von F. K. Schmidt ?). 

K sei ein algebraischer Funktionenkörper einer Veränderlichen, sein Konstanten- 
körper k sei bis auf weiteres algebraisch abgeschlossen. Mit d, bezeichnen wir die Diffe- 
rente des als separabel angenommenen Körpers Ä/k(x), ebenso mit n, den Nennerdivisor 
von &. $ sei irgendein Primdivisor von Ä, und z eine zugeordnete Funktion aus Ä, 
die genau einmal durch p teilbar ist (funktionentheoretisch gesprochen, soll x eine Orts- 
uniformisierende im Punkt p sein). Der p-adische Oberkörper Ä, besteht aus allen 
Potenzreihen in z mit Koeffizienten aus k, das Ableiten nach x geschieht nach den ge- 
wöhnlichen Regeln. 

i u 
Hilfssatz. /n K, ist "a 


Beweis. Da das Verhältnis beider Seiten beim Ersetzen von & durch - oder durch 


&— const ungeändert bleibt, können wir (ohne Nachteil für die Allgemeinheit) annehmen, 
daß p in & aufgeht, etwa mit dem Exponenten e> 0. Damit ist natürlich n, = (1). 
Bezeichnen O,, ©, die Ringe der ganzen Potenzreihen in z bzw. x, so ist 1,,..., ne! 


e 


eine Basis für D,/O,.. In der eindeutigen Entwicklung — = g,(2) + g,(r)a +: 


in Polynome g;(z) von höchstens (e— 1)-tem Grade ist g,(z) prim zu p. 
(1) G(r, &) = a — gl) a — galr) a — = 0 


ist als Gleichung e-ten Grades für z bezüglich O, irreduzibel. Daher läßt sich aus ihr 
in gewöhnlicher Weise die Differente berechnen mit dem Resultat d, = G,„(z, x). (Der 
Index bedeutet partielle Ableitung.) Ferner ist sofort ersichtlich, daß G,(z, &) prim zu p 
ist. Wenn wir noch & nach Potenzen von z entwickeln und in (1) einsetzen, so folgt 


d da da 
me %) = G,(n,%) + Galz, x) —0, oder also um dx. 





1) F.K. Schmidt, Analytische Zahlentheorie in Körpern der Charakteristik p, Math. Zeitschr. 33 (1931). — 
Für Körper der Charakteristik 0 gibt es Beweise bei Dedekind u. Weber, Theorie der algebraischen Funktionen, 
Crelles Journ. 92 (1882); Hensel u. Landsberg, Theorie algebraischer Funktionen, Leipzig 1902. 

Zusatz bei der Korrektur: Inzwischen hat H. Hasse einen Beweis veröffentlicht, der mit meinem 
im wesentlichen übereinstimmt: Theorie der Differentiale in algebraischen Funktionenkörpern mit vollkommenem 


Konstantenkörper, dieser Band, S. 58—59. 
10* 
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Nun sei Ä/k(&) und K/k(ß) separabel. F(«, 8) = 0 sei die irreduzible Gleichung 
zwischen x und ß. Dann ist weder F,(&, ß) noch F;(a, ß) Null; ebensowenig können 


nach dem Hilfssatz = oder ji verschwinden. Durch Ableiten folgt 


d 
Fix, B) = Faa, B) Ge + Flo, DE = 0, 


und hieraus erhalten wir 


(2) Flo, P) _da ‚dß 
F,(x,ßB) dn'dn' 


Satz. In K ist 








Beweis. Wird der Hilfssatz auf die Relation (2) angewandt, so folgt die Richtigkeit Ä 
des Satzes zunächst bezüglich des p-Beitrages. Da aber p beliebig war, gilt der Satz 
schlechthin. 

Bemerkung. Dieser Satz wird nur scheinbar allgemeiner, wenn er für irgendeinen 
vollkommenen statt für einen algebraisch abgeschlossenen Körper ausgesprochen wird. — 


Da alle Differentialdivisoren - derselben Divisorenklasse angehören, ist ihre Ord- 


& 
V 

2 
Transiormationen gegenüber invariant. 


nung » und somit auch das durch — + 1 definierte Geschlecht des Körpers X birationalen 





Eingegangen 10. Mai 1934. 
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Existenz separabler zyklischer 
unverzweigter Erweiterungskörper vom Primzahlgrade » 
über elliptischen Funktionenkörpern der Charakteristik ». 


Von Helmut Hasse in Marburg. 





Es sei K ein elliptischer Funktionenkörper !) mit vollkommenem Konstanten- 
körper k einer Primzahlcharakteristik p +2. Wie in H.1 sei zudem vorausgesetzt, 
daß K mindestens einen Primdivisor vom Grade 1 besitzt, was stets durch Übergang 
zu einer algebraischen Erweiterung k* von k von endlichem Grade und dementsprechend 
zu K* = Kk* erreicht werden kann. 


Unter einem p-Körper Z über K verstehe ich im folgenden einen separabel-alge- 
braischen Erweiterungskörper vom Grade p über X, der zyklisch und unverzweigt über Ä 


ist. Trivialerweise entspricht jedem zyklischen Erweiterungskörper k”’ vom Grade p 


des Konstantenkörpers k ein p-Körper Z, = Kk' über K, und über k unabhängigen k'” 
entsprechen über X unabhängige Z,. Ich nenne einen p-Körper Z über ÄX echt, wenn er 
verschieden und somit auch unabhängig von den unechten p-Körpern Z, über Ä ist. 


Die Frage der Existenz echter p-Körper Z über K hängt von einer gewissen In- 
variante A von K ab, die ein Element aus X ist, und die ich in $ 1 aus einem ganz anders- 
artigen Zusammenhang heraus einführen werde. In $ 2 werde ich dann die folgenden 
Tatsachen beweisen, durch die die Frage der Existenz echter p-Körper Z über ÄX voll- 
ständig beantwortet und gleichzeitig die Gesamtheit aller solchen Körper bestimmt wird: 


Satz 1. Damit echte p-Körper Z über K existieren, ist notwendig und hinreichend, daß 

(1) die zu K gehörige Invariante A #0 ist, 

(2) A eine (p—-1)-te Potenz ın k ıst. 

Satz 2. Sind die Existenzbedingungen (1), (2) von Satz 1 erfüllt, so sind alle 
echten p-Körper Z über K von einem solchen Z, und den unechten p-Körpern Z, über K 
abhängig. 

Umgekehrt ist natürlich jeder von Z, und den Z, abhängige, aber von den Z, allein 
unabhängige Körper Z vom Grade p über ÄK ein echter p-Körper über K. 





!) Ich stütze mich nachstehend auf meine vorhergegangenen Arbeiten: 

1. Abstrakte Begründung der komplexen Multiplikation und Riemannsche Vermutung in Funktionenkörpern, 
Abh. Math. Sem. Hamburg 10 (1934). 

2. Theorie der zyklischen algebraischen Funktionenkörper mit vollkommenem und insbesondere mit endlichem 
Konstantenkörper, Journ. f. Math. 172 (1934). 

3. Theorie der Differentiale in algebraischen Funktionenkörpern mit vollkommenem Konstantenkörper, 
Journ. f. Math. 172 (1934). 
Ich zitiere diese Arbeiten hier mit H. 1, H.2, H.3, 
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Besonders hervorzuheben ist der Spezialfall, daß der Konstantenkörper k alge- 
braisch-abgeschlossen ist. Dann bleibt in Satz 1 nur die Bedingung (1), denn (2) ist 
dann stets erfüllt. Ferner gibt es dann keine unechten p-Körper Z, über K. Es gilt also 
speziell: 

Satz 3. Ist k algebraisch-abgeschlossen, so existiert für A=0 überhaupt kein 
p-Körper über K, für A =F 0 dagegen genau einer und zwar ein echter. 


$ 1. Die Invariante A. 


Es sei O wie in H. 1 ein fester Primdivisor 1. Grades von X und y? = f(x) die zu® 
als Nennerdivisor gehörige, aber von der Wahl von O unabhängige, bis auf Homogenitäts- 
transformationen durch Ä eindeutig bestimmte Normalform im Sinne von H.1, $ 3. 


Nach H. 1, $4 ist dann = =1 ein Differential 1. Gattung von X, und zwar das wesentlich 


einzige solche, nämlich unabhängig von DO durch Ä als homogene Größe der Dimension 1 
eindeutig bestimmt. 

In der klassischen Theorie der elliptischen Funktionenkörper (k der Körper aller 
komplexen Zahlen) existiert ein Integral 1. Gattung u zu X, das durch die Differential- 
gleichung 

dz_ 
Y 
und die zusätzliche Normierungsvorschrift 
u=0(0 mod.O 
eindeutig als homogene Größe der Dimension 1 bestimmt ist. Dies u ergibt sich durch 
Integration der Differentialgleichung 
du 1 dx 
dd yd’ 
wo t eine beliebige Ortsuniformisierende zu DO, also arithmetisch ausgedrückt ein be- 
liebiges Primelement zu OÖ ist. Indem man in dieser Differentialgleichung rechts die for- 
male O-adische Entwicklung 


du 


-—=ot+tat+@R?+.., (+0) 


im Sinne von H. 3, $ 1 zugrunde legt — wegen r =1 hat sie diese Form —, kann dieser 


Bestimmungsmechanismus für u allgemeiner auch für beliebige Körper k der Charak- 
teristik O0 durchgeführt werden. Er führt zu 


u-otärtdrrt-. 


Natürlich hat das so bestimmte Element u bei dieser Allgemeinheit nicht mehr eine 
Bedeutung im Großen (analytische Fortsetzung), sondern nur noch eine lokale Bedeutung: 
nu ist eine bestimmtes Element des zu © gehörigen D-adischen Erweiterungskörpers Ko 
von K. Und zwar ist u wegen c, # 0 ein Primelement zu O, und ist durch 


— — 41 u=0mod.d 


eindeutig als homogene Größe der Dimension 1 festgelegt. 
In dem hier zu betrachtenden Falle, daß k Primzahlcharakteristik p hat, versagt 
dieser Bestimmungsmechanismus für u wegen der bei der formalen Integration auf- 
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tretenden Zahlnenner. Man kann jedoch eine gewisse O-adische Näherungslösung der 
fraglichen Differentialgleichung erreichen: 
Hilfssatz 1. /n K existiert ein Element u, für das 


n = 4 mod. OP", u=0mod.9O 


gilt; die Restklasse von u mod. DP ist hierdurch eindeutig als homogene Größe der Dimension 1 
bestimmt. 
Beweis. Ist wieder t ein beliebiges Primelement zu © und 


-— =ot+Gt +aR+---, (Co #0), 


so erfüllt jedes Element 


u=o+Ar+2P +. 4277! mod. D? 


— 


aus K (oder allgemeiner aus Äo) die Differentialkongruenz 


du _ 1 de Pe 
= — y dt mod. D ’ 


man beachte dabei insbesondere, daß das Glied mit i” in der O-adischen Entwicklung 


von u den Beitrag 0 zu = 


und die letztere Kongruenz gleichbedeutend mit der im Satz geforderten Kongruenz. 
Erfüllt auch u, die im Satz genannten Kongruenzen, so folgt 


du, — du mod. gr u, =zu=0mod.d, 


liefert. Wegen c, #0 ist jedes solche u Primelement zu OD, 


und daraus ohne weiteres 
u, = u mod.&. 


Da schließlich z nach H. 1, $4 homogen von der Dimension 1 ist, ergibt die fest- 


gestellte Eindeutigkeit, daß auch u mod. D® homogen von der Dimension 1 ist. — 
Nach Hilfssatz 1 hat man, unter Zugrundelegung von u statt t als Primelement 


zu D: 
(3) -— =4 + Au mod.D’ 


mit einem Element A aus k. Es gilt dann: 


Hilfssatz 2. Das Element A aus k in (3) ist unabhängig von der Wahl von D und 
unabhängig von der Wahl von u in seiner Restklasse mod. ©” durch K allein als homogene 
Größe der Dimension — (p—-1) bestimmt. 


Beweis. Ist u, = u mod. DO, so folgt wie vorher 


—1 — 4 mod. £O° (nicht nur mod. ort), 


also 


1 dx 1dx, du, id p 

ydu, ydu’'du ydu , 
was die Invarianz von A in (3) gegenüber der Wahl von u in seiner Restklasse mod. O? 
ergibt. Die Invarianz gegenüber der Wahl von Ö folgt aus der in H. 1, $ 6 festgestellten 
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Invarianz der Normalform y?= f(x), die ja allein in den Bestimmungsmechanismus 
von u und A eingeht (siehe des näheren unten). Die Homogenität von A von der Dimen- 
sion — (p—1) ergibt sich dann ohne weiteres aus der festgestellten Homogenität von u 
von der Dimension 1. — 


Zur expliziten Berechnung von A stelle man für irgendein Primelement t zu OÖ 
die zugehörige O-adische Entwicklung 


1 dx _) ie 
eat +9" +: 
mittels der Normalform y? = f(x) aus H.1, $3 her. Dann ist nach obigem 
en 2: 0 WPREER WERL. 2 ER 
u=or71 + 74‘ 


wählbar, also 


1da Ad, du ,, Hp, .._4 LA 
u u 1 RE r ' 
d.h. 
BE. u. 
A= Fi 
Besonders einfach wird das für das Primelement 
— 2r 
en —— 
Yy 


Hier haben die Entwicklungen von z, y nach ti die Form: 
1 
= tote tair 


b_ 
y- 7. +bt+b5® +, 


wie sich ohne weiteres aus der Homogenität von x, y, t und der Relation y? = f(x) ergibt. 
Somit wird für dies t: 


also 

(4) A = 9-1. 

Aus diesem Bestimmungsmechanismus für A läßt sich noch eine weitere Aussage 
über A gewinnen. Es bezeichne allgemein E(z) eine aufsteigende Potenzreihe in z, deren 
Anfangsglied 1 ist und deren Koeffizienten ganze rationale Funktionen der Normalform- 
koeffizienten g,, 83, 8; über dem Primkörper der Charakteristik p sind. In diesem Sinne 
hat man zunächst: 
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also eine Aussage über die obigen Koeffizienten a,, @,,.... Dann ist 
4 
f(2)= 5 Ei), 


und die Ausziehung der Quadratwurzel (mit dem schon oben festgestellten Anfangs- 


c 


glied r ergibt: 
FR 5 
a 3 E(t), 
also eine Aussage über die obigen Koeffizienten b_ı, dı,... Ferner folgt durch Differen- 
tiation: 
dx 2 
Er u 
ae Ze, 
Somit ergibt sich schließlich durch Division: 
1 dx 
u / 2 
ydı Er), 


also eine Aussage über die obigen Koeffizienten c,, c,,..., auf Grund von (4) also ins- 


besondere: 
Hilfssatz 3. Die Invariante A ıst eine ganze rationale Funktion über dem Primkörper 


der Charakteristik p der invarianten Koeffizienten g,, £3, & der Normalform y? = f(x). 
Für p=3 ergibt sich leicht: 
Am ° 
Für p #3 hat A als Funktion von g,,g; wegen der festgestellten Homogenität 


notwendig die folgende Struktur: 


an 
A P(J) fürp=1 mod. 12 
p—5 
a] 984” P(J) für p=5 mod. 12 
Du p—7 
g, 4% P(J) fü p=]7 mod. 12 
p—1l 





8,85 A '® P(J) für p = 11 mod. 12, 

wo P(J) ein durch Angabe von p völlig bestimmtes Polynom in der absoluten Invariante 
8; 8% 

4 4-24 

von K mit Koeffizienten aus dem Primkörper der Charakteristik p ist, dessen Grad jeweils 

höchstens gleich dem Exponenten der beistehenden A-Potenz ist. Ich vermute, daß 


P(J) immer genau von diesem Grade ist. Die vorstehenden Ausführungen lassen aber 
noch nicht einmal erkennen, ob P(J) nie identisch Null ist. 


J 





S?2. Beweis der Sätze 1 und 2. 
I. Notwendigkeit der Existenzbedingungen (1), (2) in Satz 1. 


Sei Z ein echter p-Körper über X. Als separabler zyklischer Körper vom Grade p 
über X kann Z nach H. 2, $2 in der Form 


(5) Z = K(z) mit # —z = 
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erzeugt werden, wo v ein Element aus X und nicht von der Form v} — v, mit v, aus X 
ist. Da ferner Z echt ist, bleibt die in X irreduzible Gleichung in (5) auch in X = Kk 


irreduzibel, wo k die algebraisch-abgeschlossene Hülle von k bezeichnet — anders gesagt: 
k ist der Konstantenkörper des algebraischen Funktionenkörpers Z —; nach H.2, $ 2 


ist also v auch nicht von der Form #3 — v, mit d, aus X. Da schließlich Z unverzweigt 
über X ist, führt nach H.2, $ 3 das in H.2, $ 2 angegebene lokale Reduktionsver- 
fahren für Jede einzelne Primstelle B von K zur Beseitigung aller gebrochenen Glieder 
der Partialbruchzerlegung bei ® (also der B-adischen Entwicklung) von v. Ich unter- 
suche nun, wie weit sich in unserem Falle (X vom Geschlecht 1) dieses Reduktionsver- 
fahren auch im Großen, d.h. simultan für alle Primstellen ® von K durchführen läßt 
(analog zu dem in H.2, $2 angegebenen Reduktionsverfahren im Großen für X vom 
Geschlecht 0). 


Nach H.1, $ 2 ergibt sich für jeden ganzen Divisor ® eines Grades 22 von K 
aus dem Riemann-Rochschen Satz die Existenz eines von 1 linear-unabhängigen (also 


nicht konstanten) ganzen Multiplums von a in K. Insbesondere folgt so für D = PO 


D 
bzw. D=®%: 
a) Für jeden Primdivisor BP #OD vom Grade 1 (und übrigens auch für P =D) 
existiert ein Element P vom genauen Nenner BO: 


& 
P = -— . 
Yo & ganz und prim zu PO 
(Man beachte, daß sicher kein Element vom genauen Nenner ® oder Ö©, also von der 
Ordnung 1 existiert, weil sonst X vom Geschlecht 0 wäre.) 


b) Für jeden Primdivisor ® eines Grades > 1 existiert ein Element P vom genauen 
Nenner ®: 


Px 4 & ganz und prim zu ®. 


Die Restklassen mod. B lassen sich im Falle a) durch die Elemente aus k (Kon- 
stanten) repräsentieren, im Falle b) jedenfalls durch Elemente des Integritätsbereichs 7, 
der in bezug auf den Integritätsbereich k|[x] ganz-algebraischen Elemente aus Ä; be- 
kanntlich kann /, auch als die Gesamtheit derjenigen Elemente aus Ä charakterisiert 
werden, die für alle Primstellen B # OÖ ganz sind, also höchstens eine O-Potenz im Nenner 
haben. 


Hiernach besitzt jedes Element v aus Ä eine Partialbruchzerlegung (im Großen) 
der Form: 
A 


v=%& ZR,P’+v, 


BED v=1 


wo P jeweils ein zu ® gemäß a), b) best immtes Element ist, ferner die R, jeweils aus 
einem zu /, gehörigen Restsystem mod. ® gewählt sind, und v, ein Element aus /; ist. 
Wendet man das lokale Reduktionsverfahren aus H.2, $2 auf einen der Hauptteile 
von v an, so bleiben nach Wahl der P, R, die übrigen Hauptteile unbetroffen, nur der 
Rest v, {Hauptteil für O) wird mitbetroffen. Da dieses Verfahren für das Element v 
aus (5), wie schon oben gesagt, wegen der Unverzweigtheit von Z über X zur völligen 
Beseitigung jedes einzelnen Hauptteils führt, kann also v in (5) von vornherein als 
Element aus /, angenommen werden. 
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Eine weitere Reduktion im Großen ergibt sich durch Anwendung des lokalen Re- 
duktionsverfahrens für den allein verbleibenden Nennerprimteiler O von v. Wegen der 
Unverzweigtheit ist der Nenner von v eine Potenz D”” mit durch p teilbarem Exponenten. 
Ist nun v», > 1, so existiert analog zu a), b) ein Element P in X vom genauen Nenner DO”. 
Dann läßt sich die Konstante c (eindeutig) so bestimmen, daß das mit v gleichberechtigte, 
ebenfalls zu /, gehörige Element 

vo” =v— ((cP)P— .cP) 
eine niedrigere D-Potenz im Nenner hat, die dann wegen der Unverzweigtheit wieder 
von der Form DO”? ist, mit »* <»,. Hiernach kann v in (5) ohne Einschränkung von 
vornherein als Element aus I, vom genauen Nenner DO” angenommen werden; der Fall, 
daß v den genauen Nenner DO = 1 hat, also zu k gehört, scheidet aus, da dann v von der 
Form % —v, mit vd, in K (bei der getroffenen Normierung sogar in k) wäre. 

Eine weitere Reduktion im Großen ist wegen des Nichtvorhandenseins eines Ele- 
mentes P in X vom genauen Nenner Ö nicht möglich. Jedenfalls führt aber wegen der 
Unverzweigtheit die mit irgendeinem Element 

PER. A 
DH’ 
angesetzte lokale Reduktion bei DO zur völligen Beseitigung von DO aus dem Nenner von v 
(unter gleichzeitigem Auftreten neuer Nenner), d.h. die O-adische Entwicklung von v 
beginnt so: 


& und 9 ganz und prim zu Ö, 


v= ce’ PP— cP mod. DO” mit ce #0 aus k. 
Insbesondere kann hier P = - gewählt werden, wo u die Bedeutung aus $ 1 hat. 
Dann hat man also: 


(6) —= z _- mod. ©" mit c=0 aus Ak. 


Ich wende jetzt den in H. 3, 885, 6 bewiesenen Residuensatz auf das Differential v = 


l 
an. Da v genau den Nenner OP hat und Zr =1 ist, hat auch v = genau den Nenner DO, 


und daher sind die Residuen dieses Differentials nach H. 3, $ 2 für alle Primstellen BP + DO 
Null. Nach dem Residuensatz ist daher auch das Residuum bei DO Null. Dieses Residuum 


berechnet sich nach H. 3, $ 2 als der Koeffizient von > in 


e = i 2 .} (1 + Aur-1) mod. 0° (nach (6) und (3)) 
EEE 
uP u 


also als Acr’—c. Es ergibt sich also die Tatsache: 
Ae=cmitc=#+0ausk, 
d.h. 


sam 
A= (-) mitc=0Qausk. 


Damit ist das Erfülltsein der Bedingungen (1), (2) aus Satz 1 festgestellt. 
11* 
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Il. Hinreichen der Existenzbedingungen (1), (2) in Satz 1. 


Ich konstruiere unter Voraussetzung der Bedingungen (1), (2) aus Satz 1 ein 
Element v aus /, mit der Eigenschaft (6). 


Dazu bezeichne D die Differentialoperation % = . Aus 


u A, 
Dx=y, Dy=-y.—-51() 


und den formalen Differentiationsregeln folgt, daß D Elemente aus dem Integritäts- 
bereich /, (mit der Basis 1, y über k[x]) stets wieder in Elemente aus /, überführt. 
Insbesondere gehören also die Elemente 

v=2%, U = Di... % = Du-ı 
sämtlich zu /,. Ferner hat man unter Benutzung des Primelements u aus $ 1 zur O- 
adischen Entwicklung: 














Lo = ı = 7 mod. & (folgt leicht aus $ 1) 
dı, du 2! m 
a NER ni Be a a Fan 
Yp—2 u a p — H 
Y— Au 92 = —.. mod. O0 
dv,-ı du m (p —1)! — Auf 0 
Yp In IE „(1 — Au?!) mod. (nach (3)). 
Insbesondere ist hiernach 
1 A 
% == Be — 7 mod. D°, 
N 
Aus (1), (2) folgt nun die Existenz eines c+#0 in kmit A= (-) . Dann ist 
= Am = Won Brei D 
PTw u 


ein Element aus /, mit der Eigenschaft (6). 

Dies Element v ist nicht von der Form ?8 —v, mit ö, in X, denn sonst wäre d, 
ein Element aus X mit dem genauen Nenner OÖ, im Widerspruch dazu, daß K (mit K) 
vom Geschlecht 1 ist. Die damit festgestellten Eigenschaften von v besagen zusammen- 
genommen, nach H. 2, $ 2, daß der durch v nach (5) bestimmte Körper Z ein echter 
p-Körper über Ä ist. 

III. Beweis von Satz 2. 

Die zuvor konstruierten Elemente v,,..., % bilden mit 1 zusammen eine k-Basis 


der ganzen Multipla von 2 in K. Denn sie sind in der richtigen Anzahl p, der Dimension 


der Klasse von O?, vorhanden, sind ferner sämtlich ganze Multipla von O” und linear- 
unabhängig, weil sie nach (7) die untereinander verschiedenen genauen Nenner 
D®,...,OD” und O®.haben. Aus dieser Basiseigenschaft und aus (7) ergibt sich, daß 


unter den sämtlichen ganzen Multipla von 5 genau die Elemente 


(8) v=c%W-+ 09 (co beliebig ink, a= 4. 


ae 
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die Eigenschaft (6) haben, daß also genau diese v zu /, gehörige Elemente mit der 
Eigenschaft (6) sind. Aus den bereits geführten Beweisen geht aber hervor, daß die 
v aus J, mit der Eigenschaft (6) alle echten p-Körper über X nach dem Schema (5) 
liefern. Somit erhält man die Gesamtheit aller echten p-Körper Z über Ä, wenn man 
v in (5) die Gesamtheit der Elemente (8) durchlaufen läßt. 


Diese Gesamtheit stellt sich in der Form 


v= x, + 00 («=1,...,p—1) 
dar, wo 


RR ® {Mi 1 
0, = Cıd», (d u 4 


ein spezielles solches Element ist. Da allgemein der v = v, + v, entsprechende Körper 
Z von den v, und v, entsprechenden Körpern Z, und Z, abhängig ist, besagt dies, daß 
alle echten p-Körper Z von einem solchen (v, entsprechenden) Z, und den (= Cy 
entsprechenden) unechten p-Körpern Z, abhängig sind (wobei natürlich c, auf solche 
Elemente aus k zu beschränken ist, die nicht von der Form ce — c mit ce aus k sind). 





Eingegangen 8. Mai 1934. 














Ein Limessatz 
aus der Theorie des arithmetisch-geometrischen Mittels. 


Von Bela Barna in Debrecen (Ungarn). 


Wir bezeichnen mit M(1,z) denjenigen Zweig der unendlich vieldeutigen Grenz- 
funktion M(1,z) des arithmetisch-geometrischen Mittels ausgehend von den Anfangs- 
elementen 1 und z, für den }) 


IM(1,2)] 2 |M(1, 2)]. 


Es ist bekannt, daß M(1,z) in der längs der negativ-reellen Achse aufgeschnittenen 
z-Ebene eine eindeutige regulär-analytische Funktion ist, und daß die Funktional- 
gleichungen: 


(1) > 2) = M(z, 1), nMA, 2) = Mn, n2); 


M(,2)= Mi +NM— 2, 1—Vi1— 2) 
gelten ?2), wo in der letzten Gleichung R(z) > 0 ist und von den zwei Werten der 


(Quadratwurzel immer derselbe zu nehmen ist. 
Es ist bekanntlich 


(2) im HA, lg = ®. 


z—0 4 2 


Die Methoden, die zu dieser merkwürdigen Gleichung geführt haben, stehen mit der 
Theorie der elliptischen Integrale bzw. gewissen Differentialgleichungen in Verbindung. 
Eın elementarer Beweis rührt von Herrn H. Geppert her ?). 

Im folgenden beweise ich diesen Limessatz gleichfalls elementar für beliebiges 
komplexes 2. 


Zunächst beweise ich den folgenden Satz: 

Im Innern der längs der negativ-reellen Achse aufgeschnittenen Ebene gilt die 
Gleichung (2). 

Mit (&) bezeichnen wir einen Winkelraum in der Zahlenebene von der Maßzahl a, 
der den Scheitel im Nullpunkt und die positiv-reelle Achse als Halbierungslinie hat. 
Wir benötigen den folgenden Hilfssatz: 

Voraussetzung: Es gibt einen Winkelraum (x), mit O<xa<.z, in dessen Innerem 
die Gleichung (2) gilt. 

Behauptung: Im Innern der längs der negativ-reellen Achse aufgeschnittenen 
z-Ebene besteht die Gleichung (2). 





1) Siehe L. von Dävid, Arithmetisch-geometrisches Mittel und Modulfunktion, dieses Journal Bd. 159 (1928), 
S. 157. 

?) Siehe v. Dävid, l.c. S. 162. 

*) Gauß-Geppert, Bestimmung der Anziehung eines elliptischen Ringes, Ostwalds Klassiker, Leipzig 1927, 
S. 200. 
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Beweis: Nehmen wir z. B. denjenigen Wert von Vi — 22, für den R(Yi — 22) > 0 
ist, so sind 


in der Umgebung von 0 eindeutige, regulär-analytische Funktionen mit z(0) = 0, 1(0) =}. 
Wegen « Sn gelten die Gleichungen (1) für alle z im Innern von (x). Man schließt 
hieraus: 


t(z2) M(1,2) = M(A, £(z)), 
woraus — wenn man mit 
log z = log r(z) + log(1 + vi — 22) 
multipliziert und etwas umordnet — folgt: 
21(z2)M (1, 2) log 2— 2M (1, £(z)) log (1 + Y1 — 22) = M(1, £(z)) log £(2). 


Geht also z —0 im Innern von (x), so besteht die Gleichung 


(3) lim {2t(z) M (1, 2) log z— 2M(1, &(z)) log (1 + Yi — 22)} 
— lim M(1, &e)) log &e) = — 5. 


Da T’(0))=%=+0 ist, werden die Schenkel von (x) durch die Funktion r(z) so abge- 
bildet, daß die ihnen entsprechenden Linien im Punkt r =0 einen Winkel von der Größe « 
bilden. Wenn also z im Innern des Winkelraumes (x) gegen O0 strebt, nähert sich 
& = rt? im Innern des Winkelraumes (2x) in der Z-Ebene dem Punkt 0. Nach (3) ist 
also für diesen Winkelraum 


lim M(,d)lgt = — . 
0 2 


Wir können daher sagen: Wenn im Innern von (&) die Gleichung (2) gilt, so ist sie auch 
im Innern des Winkelraumes (2%) richtig. Durch wiederholte Anwendung dieses Er- 
gebnisses gelangen wir zu einem Winkelraum (x) mit «=, der also den Winkelraum 
(x) enthält. Für diesen ist noch die vorige Verdoppelung anzuwenden, und wir bekommen 
im Innern des Winkelraumes (2x), d.h. im Innern der längs der negativ-reellen Achse 
aufgeschnittenen z-Ebene, die Gleichung (2). 

Nun ist noch zu beweisen, daß ein Winkelraum (x) existiert, der der Voraussetzung 
des Hilfssatzes genügt. Aus den Reihenentwicklungen ?) 











1 - 1 an 
— 1. —#, 
on. . Zaun 
vi : hen Sasse >” nA, 
Mu,yi— 2) ar 
wo 4] 4 =; - ( ur ) folgt: 
— —lo (1 — )— 1 u n 
r MiA,yi — A) - \rım n ’ 


1) Siehe v. Dävid, l.c. S. 163. 
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man kann ferner mit Hilfe der Ungleichungen 
2 
np: < ee <p?:(2n +1) 


zeigen, daß die Reihe 


konvergiert. Bezeichnen wir mit (ß) einen Winkelraum mit der Maßzahl $ <x, der 
den Scheitel im Punkt 1 und die Gerade (— », 1) als Halbierungslinie hat, so erhalten 





wir — nach einem bekannten Abelschen Satze — 
lim BB. ve OR "RER Ess =—1—5S, 
| 7 M(1,yi — }) 


wenn A im Winkelraum (£) nach dem Punkt 1 konvergiert. Aus dieser Gleichung 
folgt, daß in der Ebene von z= YA — A mit R(Y1— 4) >0 der Winkelraum (x), 


für dn O<a< 7 ist, der Voraussetzung des Hilfssatzes genügt. 


Wir können noch mehr sagen: 

Es gilt die Gleichung (2) auch dann, wenn z eine negativ-relle Veränderliche ist. 

Bezeichnen wir mit e eine positiv-reelle Veränderliche, so gibt es zwei konjugiert 
komplexe M (1, — e)-Werte, nämlich 5) 








(4) Mu, =! Mu, +9) 
a 
wo ö6= 7 __, fein imaginär ist. Aus (4) — wenn man mit 
multipliziert — bekommen wir 


= (1) Mt, +8) + (e-1)Mt, +5) 10g( 5), 


wo wir gleichzeitig das obere oder das untere Vorzeichen nehmen. Nach dem Vorigen 
haben wir 





5) M(1,—e) 10g ( ß 


u 5 


TT 


lim [(e—1)M(1, + ö) log (+ 6)]= 5 
e—>0 








2 
und 
lim (e— 4) M(1, + 8) log > == (), 
€e—>0 
wodurch aus (5) die Gleichung 
. 7 
um M(1,— e)log —, -7 


folgt. 





5) Siehe v. Dävid, 1. c., 8. 187. 









Eingegangen 21. April 1934. 














Über die Kernfunktion eines Bereiches 
und ihr Verhalten am Rande. II. 


Von Stefan Bergmann in Tomsk 


Eine Gesamtheit der durch Paare von Funktionen zweier komplexer Variablen 
zr = 2f (z,, 2), 2% = 2% (2), 2,) auf einander abbildbarer Gebiete bezeichnen wir als eine 
Klasse von äquivalenten Gebieten. 


Beschränkt man sich auf Klassen, zu denen mindestens ein ganz im Endlichen 
gelegenes, schlichtes Gebiet gehört, und betrachtet man in einem solchen Gebiete ® 
die Gesamtheit der in ihm regulären Funktionen %h(z,, 2), für die 


[Ih(z, 2)? do S1 (dw = da,dy,dx,dy,) 
8 


gilt, so besitzen die Quadrate der Beträge der h in jedem Punkte {t,,t,} von ® ein 


Maximum, welches eine in ® positive und analytische!) Funktion Kgft,, tg; t}, t,) 
definiert. Es gibt zu jedem Punkt {t,, t,} eine und (bis auf einen Faktor vom Betrage eins) 
nur eine Funktion, für die dieses Maximum erreicht wird. Dividiert man diese Funktion 


zwecks Normierung durch VKaltı, te; bo), so nimmt die auf diese Weise gewonnene 
Funktion Mg(z,, 225,2) im Punkte {t,,t,} den Wert eins an und erteilt dem Integral 


[Ih] dw den Minimalwert, wenn zur Konkurrenz alle in ® regulären Funktionen A (z,, 2,) 
8 


u Kalzı, 22; ı, t,) 


. Kaltı, to; IR 13) 
wird als die Minimalfunktion des Bereiches 8 mit dem Aufpunkt in {t,, t,} bezeichnet ?). 


Die Hermitesche Differentialform 


herangezogen werden, für die |A(t,,t,)| =1 gilt. My(z, 22; tı, te) 


= i 6? log K 
11. 16] ds? = > Tmndzmdzn, Tas — ar 
m,n=1 .m Ton 

!) Unter einer analytischen Funktion p(z,, 25; t,,t,) verstehen wir eine Funktion der vier Veränderlichen 
21, 29, £, ta, die sich in der Umgebung jedes Regularitätspunktes in einem genügend kleinen Polyzylinder |2£| S öx, 
It£| S ö5, in eine gleichmäßig konvergente Reihe entwickeln läßt. 

2) Vgl. dazu „Über unendliche Hermitesche Formen, die zu einem Bereiche gehören, nebst Anwendungen 
auf Fragen der Abbildung durch Funktionen von zwei komplexen Veränderlichen‘‘, Math. Zeitschr. 29 (1929), S. 641 
bis 677, insbesondere $ 1, im folgenden als Arbeit H zitiert. 

In der vorliegenden Arbeit bezeichnen wir die Minimalfunktion von ® mit dem Aufpunkt in {t,,t,} mit 
R- a t,), wie dies in den früheren Arbeiten geschehen ist. Für die Kern- 
funktion behalten wir dagegen die alte Bezeichnung Ky(z 
tion in t,,t, ist. 
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Ma(27» 25; f,,t,) und nicht mit My(z,,2 


125; 4» 8,) bei, da sie eine antianalytische Funk- 


12 
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ist gegenüber Transformationen durch Paare von Funktionen zweier komplexer Ver- 
änderlicher invariant ?). Die Maßbestimmung [1. 16] ist positiv definit *) und besitzt 
die Eigenschaft, daß in dem zugehörigen Riemannschen Raume die (durch [1.17] ge- 
gebene) Invariante J auftritt, wobei zwischen dem verjüngten Krümmungstensor, dem 
Fundamentaltensor und den kovarianten Ableitungen von I die Relation 


2 
Por 0? logI 
7 , EU Mi. in 


besteht. 


Den Riemannschen Raum, der durch die Maßbestimmung [1.16] in einer Klasse 
von äquivalenten Gebieten definiert ist, wollen wir als den Urraum der betreffenden Klasse 
bezeichnen. 

Im Falle einer komplexen Variablen bei ganz im Endlichen gelegenen einfach 
zusammenhängenden Bereichen ®? ist M,‚(z;t) die Ableitung der (entsprechend nor- 


mierten) Kreisabbildungsfunktion, die den Punkt {t} in den Kreismittelpunkt überführt. 
0? log Kn.(2, 2) 
0202 
bestimmung des Einheitskreises über. 

Es sei vielleicht bemerkt, daß die Einführung des Urraumes eine interessante 
Folgerung gestattet: Jeder Bereich ® der Klasse kann dadurch gewonnen werden, daß 
man im Urraume die zu ® gehörigen (kartesischen) Koordinaten z,, 2, einführt. Diese 
Tatsache erlaubt, die Ergebnisse der Differentialgeometrie in der Theorie der Abbildung 
durch Paare von Funktionen zweier komplexer Variablen zu verwerten. Insbesondere 
folgt daraus, daß bei der Abbildung der Gebiete auf einander gewisse Größen auftreten, 
nämlich Invarianten (Skalare), Integralinvarianten (Dichten), Tensoren usw., die sich 
beim Übergang von ® zu einem anderen Gebiete ®* der Klasse in einer ganz bestimmten 
Weise transformieren. (Im Sinne unserer Auffassung bedeutet der Übergang von ® 
zu ®*, daß wir im Urraume von den Koordinaten z,,2, zu neuen Koordinaten zfY, 2% 
übergehen.) 

Eines von den wichtigen Problemen der Funktionentheorie besteht in der Unter- 
suchung der in einer Klasse von Gebieten definierten analytischen Funktionen zweier 
komplexer Veränderlicher. Zieht man zu diesem Studium die angegebene Maßbestim- 
mung heran, so treten vor allem die Fragen der in der Funktionentheorie vorkommen- 
den Urräume und die Charakterisierung der zu einem Urraum zugehörigen Gebiete auf. 


Die Differentialform ds? = 








Idz|? geht hierbei in die Poincaresche Maß- 


3) Vgl. dazu „Über die Kernfunktion eines Bereiches und ihr Verhalten am Rande. I‘, Crelles Journal für die 
reine und angewandte Mathematik 169 (1933), S. 1—42, insbesondere $ 1, im folgenden als K zitiert; die aus ihr ent- 
nommenen Formeln werden durch eckige Klammern gekennzeichnet. Siehe auch „Über eine in der Theorie der Funk- 
tionen von zwei komplexen Veränderlichen auftretende unitäre Geometrie‘, Proc. Akad. v. Wet. Amsterdam 36 
(1933), S. 307—313, und „Sur quelques proprietes des transformations par un couple de fonctions de deux 
variables complexes‘“, Rend. d. R. Accad. naz. d. Lincei (6) 19 (1934), S. 474—478. 

4) Im $1 von K wurde gezeigt, daß die Determinante N der Differentialform [1. 16] überall in ® positiv ist, 
woraus nur folgt, daß die Form definit ist. Man schließt aber ähnlich (wie bei dem Beweis der Positivität von N), 
daß 








IK Kooio| 09,(2, ; 2,) ||? . 
Ge  Krooo Kaoin | __1 Br Pu 22) nn on oc EEE Klz, 25; 2%, 2,) 
5 . u Z ACH) Be mat 














und T,z > 0 ist, woraus auch die Positivität der Form folgt. Auf der Seite 5, Zeile 12 oben, soll es übrigens nicht 


1 a 
3 
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Die vorliegende Arbeit liefert gewisse Beiträge zu diesen Problemen, indem sie 
einige Aussagen über die Verhältnisse am Rande macht. Sie stützt sich in weitem Maße 
auf die Ergebnisse von K. Wie dort gezeigt ist, wird — unter gewissen natürlichen Voraus- 
setzungen über die Struktur des Bereiches — die Kernfunktion bei der Annäherung an 
den Rand ihres Definitionsgebietes unendlich. Die Ordnung des Unendlichwerdens 
kann jedoch in verschiedenen Punkten des Randes verschieden sein. Es wurden dement- 
sprechend in K Randpunkte nullter, zweiter, dritter und vierter Ordnung eingeführt. 
In jeder Klasse dieser Randpunkte läßt sich eine Unterklasse von Punkten von einer 
besonders einfachen Struktur aussondern, die als Limespunkte bezeichnet werden. Um 
die funktionentheoretischen Eigenschaften eines Limespunktes Q zweiter und. dritter 
Ordnung übersichtlicher formulieren zu können, ist es zweckmäßig, die sogenannten in 
Bezug auf Q normalen Koordinaten einzuführen. Gemäß den Voraussetzungen über Q 
besitzt die Randhyperfläche von ® in 0 die Tangentialhyperebene €. Die in bezug auf 
Q normalen Koordinaten werden dadurch gewonnen, daß man Q zu dem Koordinaten- 
anfangspunkt macht und die durch den Punkt Q gehende in @ liegende analytische Ebene 
C? bzw. die zu 6? orthogonale als z,- bzw. z,-Ebene wählt °). Bei gewissen Arten von 
Annäherungen an Q, die in K näher besprochen sind, existiert, wie in K gezeigt wurde, 

Mi + 21)" Ky(zı, 22; 21, 22); m = 2,3. 
Eine dort zum Beweis dieser Limesrelation angewandte Methode, die in der vorliegenden 
Arbeit weiter ausgebaut wird, möge hier dadurch illustriert werden, daß wir eine ent- 
sprechende Betrachtung im Falle einer komplexen Veränderlichen durchführen. Sei ®? 
ein konvexer Bereich, Q einer seiner Randpunkte, wobei die Berandungskurve in Q eine 
positive Krümmung besitze. Wir werden unter den in bezug auf Q normalen Koordinaten 
jetzt solche Koordinaten verstehen, für die Q zum Koordinatenanfangspunkt und die 
innere Normale in Q zu der positiven x-Achse wird. Seien % und W? zwei Kreise, die die 
y-Achse im Punkte Q@ berühren, wobei %° (innerer Vergleichskörper) ®? enthält. Die 
Kernfunktion eines Kreises 8? von Radius r, der die y-Achse in Q berührt, hat (in den 


in bezug auf Q normalen Koordinaten) den Wert —— — ;. Geschieht die An- 
a|: +37 y 
’ 21|z,| 1 7 
2. J BE. AR |  — 
näherung an Q in dem Winkelgebiete ®2: u+E nt la| 5, 50 folgt, daß 


lim (2 + 2)?K (2,2) = z ist. (Der Limeswert ist also vom Radius des Kreises unab- 


z>Q 


hängig!) Da andererseits nach [1.12] K,.(2,2) S K,.(2,2) S K,(2,2) gilt, so folgt 


daraus, daß auch lim (z + 2)?K,.(z,2) = = ist. 


2>Q 
Im $ 1 der vorliegenden Arbeit wird nun das Verhalten der durch [1. 16] gegebenen 
Metrik bei der Annäherung an die genannten Limespunkte untersucht. Es wird gezeigt, 
daß für die Limespunkte m-ter Ordnung (bei einer gewissen im Text näher beschrie- 
benen Annäherung und unter Benutzung der in bezug auf Q normalen Koordinaten) die 
Relationen 





5) Im $1 wird auf die Struktur der Limespunkte zweiter und dritter Ordnung näher eingegangen, und im 
Zusammenhang damit werden die normalen Koordinaten für beide Arten der Randpunkte ausführlicher beschrieben. 

Bei den Mannigfaltigkeiten von niedrigerer als der vierten Dimension gibt der obere Index die Dimension der 
betreffenden Mannigfaltigkeit an. 


12° 
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lim (z, + 2,)’?ds®? = m |dz,|?, lim Igızı , 225 21, 22) = m— 1 


„im „im 2 er m=2,3 
gelten. 

Anschließend an die Betrachtungen über die Kernfunktion liegt es nahe, Funktionen- 
familien zu betrachten, deren quadratische Mittelwerte gewissen Ungleichungen genügen, 
und insbesondere das Verhalten solcher Funktionen in der Umgebung der Limespunkte 


zweiter und dritter Ordnung zu studieren. Im $2 betrachten wir einen Limespunkt Q 
dritterOrdnung und eine ganz im Innern von ® gelegene Punktfolge PP mit lim {?, 1} = 0. 


„>. 


Jedem Punkt {t,,t,} von ®° sei eine in ® reguläre Funktion f(2,, 25; tı, t5) der 
beiden komplexen Variabeln z,, 2, zugeordnet, die im Punkte {t,, t,} den Wert eins hat 


[d. h. f(t,2g;t,,t) = 1], während für [ |/|l?dw (unter Benutzung der in bezug auf Q 
N 


normalen Koordinaten) die Ungleichung 
2 R E 
ira, 25;1,,1,)|? do, S 5, +4) [1 + Ct, +11)] 
8 


gilt, wobei a eine mit der Struktur des Randpunktes zusammenhängende Größe ist, 
während C < &,r> 0 feste von der Lage des Punktes {t,, t,} unabhängige Konstanten 
bedeuten. Geschieht die Annäherung des Punktpaares {z,, 25;t,,t.} gegen {0, 0; 0,0} 
so, daß zwischen der x,-Koordinate von {z,, 23} und der des zugehörigen Punktes {i,, tz} 
stets eine gewisse (im Texte näher beschriebene) Beziehung besteht, so gilt 





/ 1 5 

(4. 3) a (4 + 1)? (21; 235; 1,1) = 1. 
Die Minimalfunktion Mgız,, 235, 15) erfüllt die beiden angegebenen Voraussetzungen, 
und es gilt insbesondere für sie die Limesrelation (4. 3). 

Analoge Formeln werden im $3 bei der Annäherung an Limespunkte zweiter 
Ordnung gewonnen. 

Herrn Erwin Klein bin ich für Hilfe bei der Fertigstellung der vorliegenden Arbeit 
zu Dank verpflichtet. 


sl. 

Der weitere Ausbau der in K angewandten Methoden gestattet, wie im nächsten 
Paragraphen gezeigt werden soll, Limesrelationen bei einer Reihe für die Hermitesche 
Metrik charakteristischer Größen abzuleiten. 

Ein wichtiges Hilfsmittel bei diesen Überlegungen bilden die sog. Jacobischen 
Reduzierten Ig(Xoos ++ Xyn) = Jg(X)°) gewisser Hermitescher Formen, die bereits 


mn 


in einer früheren Arbeit (für andere Zwecke) eingeführt wurden’). Die J,(X) werden 
auf S. 93 (unabhängig von den genannten Formen) näher definiert. 

In diesen Jacobischen Reduzierten treten als Koeffizienten der Veränderlichen X, 
gerade die uns interessierenden oben erwähnten Größen auf. Andererseits gilt analog 


°) Da wir mit Funktionen von zwei Veränderlichen operieren, werden wir meistens Doppelindizes benutzen. 
Wir werden im folgenden stets an der Reihenfolge 
(00), (10), (01), (20), (11), (02),...... 
festhalten. Das dem (mn)-ten Glied in dieser Reihenfolge vorhergehende Glied werden wir mit (m,n,) bezeichnen. 
(mn) 
5 besagt, daß die Summation über alle Glieder bis zu dem (mn)-ten Glied der angegebenen Folge zu er- 
(pq) = (00) 
strecken ist. 
?) Vgl. dazu H $2 wie auch „Über Hermitesche Formen, die zu einem Bereiche gehören‘, Sitzungsberichte 


der Berliner Math. Ges. 26 (1927), S. 178—189. 








i 
F 
3 
3 
& 
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[1.12] für die Reduzierten J„(X) und J„.(X) zweier Bereiche 8< ®* für jeden Werte- 
vorrat der X,,:Jg(X) <= Jy(X). 
Dieser Sachverhalt erlaubt, wie im folgenden gezeigt wird, die Methoden der 
Arbeit K auch hier zwecks Aufstellung der erwähnten Limesrelationen heranzuziehen. 
Bei den folgenden Rechnungen ist es zweckmäßig, Symbole für gewisse Matrizen 
einzuführen; nämlich 


Ko K Ko010 Koosi Kooim 
K Ka 5 K 
mn 10 mn 1000 '*10i0 '*ı00i 10mn 
[A] u ’ [D] ui ö 2. ’ 
X mn K,noo Knio Knöt De Kunms 


Eu a (Kun X, ...y Aush 


[K(2,, 25; tut) = (K(2,,25; t,,t,), Kooio(21, 22; ts fa); Koosi(Z1: 225 t1, 1a), - - -, Koomm(Z1 22; tı,to)), 
wobei 


+r+g+ - 
n Yu a” e "Kalt, ty; lı, t,) 





N Reli A dandudüdı; 
_ :; A Kylzı, 22; 613 12) 
Koonr (21, 225 ti, ta) = Bu Fr u 


bedeutet. 

Bei den Matrizensymbolen als untere Indizes angebrachte Buchstaben geben die 
in der Matrix fehlenden Kolonnen an. 

Auf die Jacobischen Reduzierten Ja(X) wird man bei der folgenden Aufgabe geführt: 
Es ıst das Minimum des Integrals 


(1.1) [Ih(z,, 2,))? do , do = dx,dy,dx,dy, 
8 


zu bestimmen, wobei zur Konkurrenz alle in ® regulären und quadratischintegrierbaren 
Funktionen herangezogen werden, die die Nebenbedingungen 


(1. 2) hltı, t,) FR Aoo; hultı, b;) un Xjo haıltı, t,) . Ay a Amn(tı; b;) . Ann; 


d"*"n(z,,2 ) 

Ann t . t = e er 
(ti, 2) de dz Jam 
2,=t, 


erfüllen, wobei X, feste vorgegebene Konstanten sind. Das gesuchte Minimum hat den Wert 





0 [X] 
(1. 3) Se), 
[D] 
Die Hermitesche Form®) (1.3) kann auch in der Form 
mn vlo kl kl 
d. 4) (mn) ILDY ! | L- X)l2, I5(X) — (— yyum+a [AT [D kl 12) 
ao) LD]”| IDf% 


geschrieben werden’). (1.4) bezeichnen wir als die Jacobische Reduzierte 


Ja(Xoo, Xjo ... Aan)« 
Den Punkt {t,,t,}, der als ein (innerer) Punkt von ® vorausgesetzt wird, bezeichnen 
wir als den Aufpunkt der Jacobischen Reduzierten Jg(X). 





*) Wobei nunmehr die X,, als Veränderliche betrachtet werden. 
°) Vgl. dazu die Arbeit H, insbesondere S. 671—674. 
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Beweis. Sei 92,2), =1,2,3,..., ein in ® vollständiges Orthogonal- 
funktionensystem. Man kann dann jede in ® quadratischintegrierbare und reguläre 
Funktion A(z,,2,) in der Form 


(1.5) h(2, , 25) — EA,p 9a, 2,), A, 2" Sue 
darstellen, wobei 
(1.6) Ira, =)? do - 24,8 
gilt (Vollständigkeitsrelation). Da es umgekehrt zu jedem Wertevorrat A, mit endlicher 


2| A,|? eine in ® reguläre Funktion gibt, die die Darstellung (1. 5) zuläßt 1%), reduziert 


sich unsere Aufgabe auf die Berechnung des Minimums der unendlichen Hermiteschen 


Form H(A) = Z]A, |? bei den Nebenbedingungen 





(1.7) zZ A ‚= = dr (kl) = (00), (10), (01),..., (mn) 
pw — ee", ») 
2. dzidz; 2, =t, 


Um dieses Minimum zu erhalten, differenzieren wir den Ausdruck 


(1.8) IA — DIL SERTER: _ x) 5 an SA, — X x) 


) (KS=(00) m (k1)=(00) , 
und erhalten 


(mn) 


(1. 9) A,= N BR). 


(Ki) =(00) 
Setzt man nun die für A, erhaltenen Ausdrücke in (1.7) ein und vertauscht die beiden 
Summationsreihenfolgen (was infolge der absoluten Konvergenz der Reihen (1.7) und 


- 'pW? zulässig ist Y)), so gelangt man zu 


(mn) 








(1. 10) 53 pe Kırgüi oo Arg ’ (rg) vn (00), (10), (01), FRE (mn), 
(kl)=(00) 
woraus 
| mn mn 
[X] [D] 
— (kt) +1] | kl 19 
(1.11) „= (—1) ) 
\ [DI 
10) Vgl. dazu die Arbeit „Zwei Sätze aus dem Ideenkreis des Schwarzschen Lemmas über die Funktionen von y 


zwei komplexen Veränderlichen‘, Math. Annalen 109 (1934), S. 324-348, und Hammerstein, „Über die Approxi- 
mation von Funktionen zweier komplexer Veränderlicher durch Polynome‘, Sitzungsberichte der preuß. Akad. der 
Wissensch. (math.-physik. Mann 1933, S. 259—266, insbesondere den Beweis des Hilfssatzes 1. 


11) Die Konvergenz von B3 Ie1y? ‚ (kl) > (00) wird in derselben Weise bewiesen wie die Endlichkeit von 


00 
5 |e'”|?. Um eine Schranke für 5 IP? zu gewinnen, wird dabei das Minimum von f I/l?dw unter der | 
v=1 v1 B 


k+l 
e a =] gesucht. 
z,=t 





Nebenbedingung ( 


de, on 

2,=t, 

12) (— ı)[P+1] pedeutet 1, wenn das Indizespaar (pq) eine ungerade, und — 1, wenn (pq) eine gerade 
Nummer in der in Fußnote ®) angegebenen Reihenfolge hat. 
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folgt. Das gesuchte Minimum ist durch 


© rn (mn) (mn) Be (mn) r [X 7” [D E> 
(1. 12) 1A, = A| ) = EX, — (1, - 
< 2 a (&1)=(00) u [D] 


gegeben, woraus (1. 4) vs Die VORN der Summationsreihenfolgen ist auch 


jetzt gestattet, da sowohl P} | A,|? wie zZ |A,P%|, (kl) = (00), (10),..., (mn) existiert. 


Nun zeigen wir, daß a. ask in der Form (1.4)geschrieben werden kann. 
Man kann (1.3) wie jede Hermitesche Form auf die Gestalt 
(mn) 
(1. 13) IK Kor Km) =D IEs A)”, 


(kl)=(00) 
L,(X) su V3, (Ay Ko + A Ao > alle y a Aue + Xu) 


bringen. 
Hält man nun die ersten (m,n.) '%?) Veränderlichen Xgo, X 10 +: +; Amen, fest 
und läßt X, variieren, so wird dieser Ausdruck ein Minimum besitzen, nämlich 


IX Xi, X,...). Andererseits erhält man denselben Minimalwert, wenn man in 
B 00° 10? ? MyNnv ’ 


(mpnv) 
(1. 13) | PR 


(kl) =(00) 


3 setzt. Es ist somit 


(mono) 
EEK = IglKaıı X 


(kl)=(00) 


a 


oder 
09 re IT KR 
Für Ly (Xoo +: X,„) erhält man aber 


mn 


[XTT DI 
m BR; N nn et. 
3 00 0 % [Dy*| [Dy"” 


Durch sukzessive Bestimmung des jeweils auftretenden letzten Linearausdruckes 
L, in den Formen Is (X), (kl) = (mn), (mın.),.. ., (01), (10), (00) gewinnen wir (1.3). 


Bemerkung. Es existiert zu jedem Aufpunkte {t,, t,} eine und (bis auf einen Faktor 
vom Betrage eins) nur eine Lösungsfunktion 


© This. 258, t,) I” 
Pi [DY"” | 
1.16 Ei BB... 
( ) f(z 25) [2] 


der auf 5. 93 formulierten Minimumsaufgabe. 4) 
Nach (1.5) und (1.9) ist 








e) [0 (mn) i 
f(21, 23) = I A,gl (21, 25) = Bi ne > P21, 2) Pu _ m Kooii(21 3 225 I» 13). 
v=1l v=1 (kl)=(00) v=] 


(Die Vertauschung der Summationsreihenfolge ist zulässig; denn jede Reihe 


B> 


2 |p(2,,2 2,)P(t,, ,) konvergiert gleichmäßig in jedem ganz im Innern von ® ge- 


nen Teilbereiche von ®.) Unter Berücksichtigung von (1.11) folgt daraus (1. 16). 





13) Wegen der Bedeutung von (myn,) vgl. Fußnote ®). 
14) Von diesem letzten Ergebnis wird in der vorliegenden Arbeit kein Gebrauch gemacht. 
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In den folgenden Überlegungen werden nur die Jacobischen Reduzierten 15) 

















r 1 K n j 
(1.17) Ja(Xooı Ko: Kar) = x Xol’+ RK Kal — 108 x + Ko 
ER K,oio 
K Kom Kıooo Kıom, ıK Konin | 
+ K 1000 Kıoio _ !Ko1oo Korio! Kouio AR Ko100 Korio! Xo+t Xu » 





K Kooio! 


Ko00 Kısio 








| K Kooio Kossil K IK Konl 
| K 1000 K010 Kus Kj000 K,0i6 


|Koıoo K orio Koran! 
deren Abschnitte und die Jacobische Reduzierte bei den Nebenbedingungen “u = Xp, Aaıltıs te) = Ic: 











| 


1: 
(1. 18) Hy(Xoo: Xu)= >. K | Kool? + En Wr . Xoo + Zul 





benutzt. 


Für die Hyperkugel $: 





2 
4 — r + [23] < z gilt nach [4. 22]: 

















2 E3 n2E5 3 — 3ot, 2 
(1.19) Io Kon Ko X) = 5 | Kol? + . Kat X 
6 (7%) | 
1 R- 
| e ee 
n2 Et(1— 02 |t,|? 31 (; ı) . 2 
+ ( 2 aD|_.  —_- Xut+ 1 Xot Aa ; 
ar 7— It? 
[03 [03 
2 E3 2 E5 | 30 u 
1.20 H.(X.. X, = u. E BE 
( ) 9 00° “*10 90 | 00 | 602(, +t,—o]|t,|?) | E .. er. 





wo E=4+1—0]|t]?—o]|t,|? bedeutet. 
Für einen Bizylinder €: |, — 2,|< o,;, |2| < 0, erhält man dagegen nach [4. 11]: 








1. 21 rj 2 
> 2 p8 52 # u n? 2 z4 2, | 
i I | 
2 24, 
(1.22) a aaa, 5 EiEz — 5, Ro + Koi » 








Ri, urn 
BT 1 u 20 edeutet. 


1 02 
Aus der Tatsache, daß Jya(X) der Wert des Minimums der auf der S. 93 formu- 
lierten Aufgabe ist, folgt eine für die weiteren Betrachtungen wichtige Eigenschaft der 
Jacobischen Reduzierten. Es gilt nämlich der 
Hilfssatz I. /st B<B*, so gilt für die Jacobischen Reduzierten Jy(X) und Jy«(X) 
mit dem gleichen Aufpunkt {t,,t3} <B<®B* für jeden Wertevorrat der Xyg 


(1. 23) Ja(Xoo; Xjo ... Kun) 2 Ja(Xoo; Xp ... Kun) . 


s.2. 

Wir gehen nun zur Aufstellung der angekündigten Formeln in den Limespunkten 
dritter Ordnung über und erinnern zunächst an einige Betrachtungen von K. Wir setzen 
wie früher voraus, daß das Innere von ® in einer genügend kleinen Umgebung WU des 
Randpunktes Q durch 


(2. 1) © (21, 2252,29) > 0, [2. 1]'%) | 


15) Die Aufstellung der Formeln für Jy(X) in ganz allgemeiner Form geschah mit Rücksicht darauf, daß das 


hier angewandte Verfahren die Ableitung analoger Limesrelationen auch für weitere für die Metrik wichtige Größen 
gestattet. Diese Größen treten als die Koeffizienten der Jy(Xoo, Xıo» Koi - - +» Amn) auf. 


16) Um das Zurückgreifen auf K zu erleichtern, geben wir bei den Formeln, diein K bereits auftreten, (in eckigen 
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die Berandung 5b? von 8 durch 

(2. 2) ®(z,, 23; 21, 2,) = (0 [2. 2] 
gegeben ist, und daß im Punkte Q die Tangentialhyperebene €? existiert. Wie in der Vor- 
rede (S. 91) erwähnt wurde, wird die in @ liegende Ebene &?[Q <@?] als z, = 0 und 
die dazu orthogonale Ebene als 2,=0 gewählt. (Diese letztere ist bis auf eine Drehung 
um 2, = 0 bestimmt, da nur gefordert wird, daß sie Q enthält.) 

Schließlich kann man die positive Richtung der x,-Achse so wählen, daß der inneren 
Normalen im Punkte @ Werte z, > 0, %ı = X = Ya = 0 entsprechen. (Vgl. dazu K $ 2.) 
Wir benutzen bei den folgenden Betrachtungen die soeben angegebenen, im $2 der Ar- 
beit K als in bezug auf Q normal bezeichneten Koordinaten. (2.2) schreibt sich 
dann in der Form 


(2. 3) 22, — y(Yı, 22, 22) —=0, 
wobei 
(nt ham ham 
ey, 2 02, m 02, = 


ist. Indem wir die in K $3 gemachten Voraussetzungen über y etwas verschärfen '”), 
nehmen wir an, daß y in der Umgebung des Punktes Q nach allen Veränderlichen drei- 
mal stetig differenzierbar ist. Anstelle von (2.3) kann man dann auch 


(2.4) ®=2r, —[ayi + 2ıy, (bz,— b2,) +ce23+ 2 +012,|? + Ya(Yyı, 22, 23)] = 0 


_ 22, 2 
schreiben, wobei lim Yalyı, 22: ) 
yı>0 Yyı + 22 | 


2, >0 


genügend kleinen Umgebung des Koordinatenanfangspunktes Q dreimal stetig differen- 
zierbare Funktion der Veränderlichen %,, 23, 23. Es sei angenommen, daß eine analy- 
tische Abbildung "®) des Körpers ® von der Form 


= () und a,o reell sind. y3(Y,, 22, 2) Ist eine in einer 


(2.5) 1 =27 +2b2123 +03? +, 2=2% [3. 19a] 
existiert, und somit die Gleichung von b? in der Umgebung von Q auf die Gestalt 
(2. 6) 227 = ayı’ + ol22]? + yalyr, 22, 22) [3. 17] 


gebracht werden kann ®). 

Einen vermittels (2. 5) aus ® gewonnenen Körper ®*, bei dem die Randhyperfläche 
in der Umgebung von Q in der Gestalt (2. 6) gegeben ist, bezeichnet man als einen kano- 
nischen Ersetzungskörper von ® in bezug auf Q. 

Ist o>0O und existiert ein kanonischer Ersetzungskörper ®* von 8, 
dessen Schnitte ®*-(z, = y) für genügend kleine y in einer beliebig kleinen 
Umgebung von Q liegen, so ist, wie in $5 der Arbeit K gezeigt wurde, Q ein Li- 
mespunkt dritter Ordnung, den wir im folgenden mit Q, bezeichnen werden. 

Unter der Annäherung A! verstehen wir eine solche Konvergenz {2,,2,}- Q3, daß der 
Punkt {z,,2,} aus ® noch innerhalb eines Kegels ®, verbleibt, wo ®, die Gesamtheit 


Klammern) die entsprechende Nummer der Arbeit K an. Auch im Text werden sie durch eckige Klammern gekenn- 
zeichnet. 

1?) Von dieser Verschärfung wird allerdings erst bei der Untersuchung der $$3—5 Gebrauch gemacht. 

18) Unter einer analytischen Abbildung 2$ = gx(2, , 2,), k = 1, 2, eines Bereiches ® wird stets eine in® ein- 
eindeutige Abbildung verstanden, wobei die gx(2,,2,) in ® reguläre und gleichmäßig beschränkte Funktionen der 
beiden komplexen Veränderlichen sind. Die Funktion 2,(z*,2*) von (2.5) ist natürlich auch im Punkte Q, regulär. 

19) Es sei hervorgehoben, daß für den Beweis des Satzes I ($5 der Arbeit K) nur die Eindeutigkeit von 
(2.5) = [3.19] in einer genügend kleinen Umgebung von @ erforderlich ist, und man deshalb stets b*3 in der Umgebung 
von Q auf die Form [5.4] bringen kann. 

Journal für Mathematik. Bd. 172. Helft 2. 13 
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aller Strahlen bedeutet, die durch den Randpunkt Q, gehen und mit der inneren Nor- 
malen einen Winkel bilden, der kleiner als & ist. Benutzt man im Punkte Q, normale 
Koordinaten, so ist der Kegel ®%, durch die Ungleichungen 


u lal< 


2.7 
u, x, COS & 2 


charakterisiert. 

Schließlich wird mit ®., derjenige Teilbereich von 8, bezeichnet, für den außer 
(2.7) noch 

(2. 8) Dan <e 
eilt. 

Für Funktionen, die die Eigenschaft haben, daß sie bei der Annäherung A' an Q; 
(in bezug auf den Annäherungsweg innerhalb von ®., gleichmäßig) gegen Null kon- 
vergieren, wird im folgenden durchweg das Zeichen Q verwendet. 


Satz I. In einem Limespunkt Q, gelten bei einer Annäherung A' an Q, die folgenden 
Limesrelationen ?°): 


4 dKul2,. 25 2,,2 BR. _- 4dKalz,. 2; 2,2 
UKg(21, 225 21, 22) RE ai —; lım (2, + 2,) AN a l2ı, 223 21, 2) — 0; 
dz, n dz, 


(2.9) lim (z, + 2,) 
2 

(2.10) lim (z, + 2,)? ds? = lim (2, + 2,)? S Tundzmdzn = 3|dz, ]?; 
a 
9n2 

Beweis. Nach den Ausführungen des $ 3 der Arbeit K geht bei einer Transforma- 
tion (2. 5) eine im Sinne von A’ gegen Q, konvergierende Punktfolge wieder in eine Folge 
derselben Art über; ferner ist bei der Annäherung A' nach [3. 7] 

*+a)=- a ta) HR). 

Es genügt deshalb, die behaupteten Limesrelationen für den kanonischen Ersetzungs- 
körper ®* zu beweisen). 

Einen Körper % (bezw. 9), der in ®* liegt (bezw. ®* enthält) und den Randpunkt 
Q, und in ihm dieselbe Tangentialhyperebene wie ®* besitzt, bezeichnet man laut einer 


in K gegebenen Definition als einen inneren (bezw. äußeren) Vergleichskörper. 
Wie in K $5 gezeigt ist, erhält man solche Vergleichskörper $ bezw. 9 aus den 


Hyperkugeln 


(2. 11) lim Ig(2,, 22; 21, 25) = 








(2. 12) El er k=1,2 
. | 7 | 2 of ° ’ 

vermittels der Transformationen 

"SUED.. SE | 1 + 012 | 5.3 

(2. 13) 1=7 er se iT%,+ Bis, [5. 3] 

bezw. 
a ER 1 + mein 5.24 
(2. 14) e; Ken geh | Pen i [5. 21] 


20) Bei den folgenden Formeln wurden, der früheren Festsetzung gemäß, die in Bezug auf Q, normalen Koordi- 


naten benutzt. 
21) Wir lassen in den folgenden Betrachtungen bei 2f,2; die Sterne fort. 


22) In [5.3] soll es nicht 3 = “= __ sondern = und in [5.21] soll es nicht 


RE. 
1+ fız' 


1+ Bızı 
2, = 2,[1+ ß,2,] sondern 23 = z,[1 + ß,2]] heißen. 




















m —— 
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wobei ax, k= 1,2, zwei beliebige positive Größen sind, für die 0, <o<o, gilt, und 
&%%, Pr, k = 1,2, gewisse in der Arbeit K angegebene Konstanten bedeuten ®). 

Wir gehen zur Bestimmung der in den Jacobischen Reduzierten J(Xoo, X10; Xoı) und 
H(Xoo; Xoı) von 3 und 9 auftretenden Koeffizienten über, die ihrerseits Funktionen des 
Aufpunktes sind. Da in erster Linie das Verhalten der Funktionen bei der Annäherung A’ 
für das Folgende von Interesse ist, werden wir das auf der S. 98 erklärte Symbol Q dabeı 
benutzen. Die auftretenden Funktionen hängen allerdings noch von o ab; wir werden 
das Zeichen @ nur dann verwenden, wenn die betreffende Funktion in dem 
in Betracht kommenden Intervalle von o auch ın o gleichmäßig gegen Null kon- 
vergiert. 

Wir setzen zu Abkürzung *): 

A = 1a) + Aa)=1+R, M=- lt) + Bar =14R. 
(2. 15) BE — +31 —- +) 1 13:14 Aa )a Aa? at za) (l+ N), 
udn 4 + 3— 2,0), —,|3+ Bla + 2%+ alt lat zı)lfE+ Pr(2a2 — 0,)] 


— 0% + 23)12% + 2 — o,) | — 0,03 112? = (+ A) (14 9). 
Für die Ableitungen dieser Größen erhält man ®) 
er g dE dE IENNED 
Ab= re u. Sande, ? Aue 2, An = (%+ 2ß,) u 2, E00 = “de, u (1 + 2), Eo100 = de = — 0,2,(1 +9), 
2 


Eiow en "8, +o)l+ 8%), Eyoio = (2, — + P)l+ 28), Edıio =—03(1+ 8), 


Ein = 0. Ei = Hr 2). 
Da nach [4.22] und [1.15] 








or 20,| A|? 20; un 
a EB Mat 2) ne 
ist, folgt 
" 20, (#2 ae) 6a,(1+ 8) 607 2,(1+ 9) 
em) " A\EB TB) TA RT ta 
. 240, 4 24072, 60, 
00 Arzt Komm gr yitt, Knall) 
und somit 
Ko! 120%(1-+ 9) IK K 120°(1-+ 8) 
8) | Ken, (2.19) K N 1 ee, 
‚ R1000 N1016 Az, + 2ı) 0100 101 | Az, + 2) 
| ni 35 ) ‚K  Kooio Koooi 
(2. 20 ıK Kovio __ ie 20,2,.(142) 2.9 vB a re 720;(1 + 9) 
) |Koso Kuis Pe TR (2. 21) 1000 "1010 "1001 ——, 
| le KorooKornhuın|; ar 2) 
| 
K Kooio | 
. . . 2. K 000 Koio. | . . . . . 
Um die Limesrelation für Tır = — Ka _ Zugewinnen, ziehen wir die Jacobische 


23) Dabei wurde in K $5 stillschweigend die Annahme gemacht, daß ®* - (z, = 0) zugleich die Projektion 
von ®* auf die z,-Ebene (d. h. die Menge aller 2,-Koordinaten von ®*) ist. Ist das nicht der Fall, so wird man statt 
®*.(z, = 0) bei der im $5 der Arbeit K angegebenen Konstruktion des äußeren Vergleichskörpers diese Projektion 
benutzen. Da nun in einer genügend kleinen Umgebung des Punktes Q, der Rand b*? durch (2. 6) gegeben ist, folgt, 
daß die Randkurve der Projektion von ®* auf z, = 0 durch 2r, = ay®-+0]|2,|?+ Yyzlyı, 22. 2,) gegeben ist. Die 
Betrachtungen des $ 5 lassen sich deshalb auch im allgemeinen Falle ohne jede Schwierigkeit wiederholen. 

4) Um die evtl. Kontrolle der Hauptformeln zu erleichtern, werden in (2. 15) bis (2. 22) die Ergebnisse der 
Zwischenrechnungen zusammengestellt. 

25) Falls bei den Kunze’ A,... die Indizes$ bzw. fehlen, gilt die betreffende Formel sowohl für$ wie für. 

2°) In denjenigen Fällen, wo aus dem Inhalt eindeutig hervorgeht, für welchen Körper die Kernfunktion 
gemeint ist, wurde aus drucktechnischen Gründen die Bezeichnung des Körpers, die sonst als unterer Index bei K 


angegeben ist, fortgelassen. 
13* 
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Reduzierte J/(0, X,0) heran. Nach dem Hilfssatz I gilt 
































Bezeichnet man mit 410 den Ausdruck > ). 
K Kon 
K, 000 K,oi0 
so folgt aus (2. 22) 
(2. 23) SEC, 
woraus man nach (2.18) und (2. 16) 
20,1 +29) 20,(1 + 9) 
(2, + 2,)° < 0 < a?(2, + 2,)° 
1201 +9) 7 9" 120,(1 +9) 
n*(2, + 2,)° a*(2, + 2)° 
und 
2 > 2 
Zn U 


(2. 25) lim 





Nach (2. 16) folgt schließlich 


(2. 26) lim (2, + 2)? T% =lim (2, + ze — 3 


7 
gr g* 
Durch die Heranziehung von H(0, X,,) und J(0, 0, X.) gewinnt man auf einem 
ähnlichen Wege: 





























01 
* 1 K n® 
(2. 27) ji Age u <: Pr. 
at EHER Km) 60° 
| Koooı Koıoi | 
pi! | “ oo | 
. 1 | 7? 
2.28 ji en ei BEER 1000 ‘1010 an 
( ) ım (2 4 2,)* ım (2, en 2,)* 'K ass Ko1oo | 60? 
Kooio K,oio Korio | 
K oooi K 001 Koıoi | 
woraus 
(2. 29) lim (2, +3) T% = lim 4 FA 36 r 
Kynlige | 
bezw. nach [1. 17] | 
BE lim Igulzy» 235 2,,3,) = lim RYAN = 00, 
’ X X ) 
folgt, womit (2.11) bewiesen ist. Die Heranziehung von u A) | 
“ d Y(zı + 2)° Y(z + 2)° 
führt zu einer Limesrelation für j 
1 





2”) Vgl. auch (1.13). 
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IA 


Aus 
X X X X 

2.34 Bi. oo Au _ 

Ilja 2] + 2,)? "Ya - + 2,)? )= ee r 2,)° 3’ /(z, - 5 2,) „)= 


folgt in Verbindung mit (2.16), (2.25) und (2. 17) 


er 2 n? : K 000 7) 
Xol + 5, Im (2 + 21) Xoo + Xrol 


2 7° 
2 Kl? + 66,13 Xn + Xu]? = . K 


A 
2 


<Uxe + Tax. + Xu 
20, 00 60, 00 10! » 


woraus man 
60 


gr 


(2.32) —lim (z, + 2,) u =3, d.h. lim (z, + 2,)'"Koo = — 


und unter Berücksichtigung von (2.16) die erste in (2.9) angegebene Limesrelation 
erhält. Ferner folgt aus 
(2. 33) H..(Xy; 0) S Hy(Aoo; 0) 
unter Berücksichtigung von (2.16), (2.27) und (2.17) 
ae 3 ne = 12 1 Koıoo ° 
Io (2, + 2ı) (1 +2)+ 602 (2 + 23)? — (zı + 2) K 
930,2, ? 
2] +2 ”. 


Aus dieser Ungleichung gewinnt man, indem man sie durch (z, + 2,)? dividiert, 


a = 13 ne Eu 
u (2, +2)’ (1 +9) tr 50 (2, + 2ı) 


(2. 34) lim (z, + 2,) - nn == 0) 


und unter Berücksichtigung von (2.16) die zweite in (2.9) angegebene Limesrelation. 
Schließlich folgt aus 


(2. 35) Ja-(0, Xj0, 0) S Jal0, Ko, 0) 
nach (2. 25), (2. 28), (2.20) und (2. u 
K 7? At 2 m 2 
(2. 36) 2 — (2, r 2,)° + z 2 ie + An Kam En Ss 2 (2, + 2,)° + Eu (z1+ 2,)* 22517, 
| 0010 2 5 
K000 K 010 
d.h. (vgl. (2. 18) ) 
K Ku 
lim (z, + 2,)® w0 _(, 
j ı) Koıo0 Kon 
woraus man schließlich 
» Ko 
(2. 37) lim (2, + 2,)? T% = lim (z, + 3,)? un aD — 0 


erhält. Aus (2.26), (2.37), (2.29) folgt (2. 10). 

Wir gehen nun zu den Punkten zweiter Ordnung über. Die Randmannigfaltigkeit 
b® in der Umgebung von _ soll wieder durch (2. 3) gegeben sein, wobei jetzt nur die ein- 
malige Differenzierbarkeit von y (nach allen Veränderlichen) vorausgesetzt wird. b? habe 
ferner in der Umgebung von Q ein Flächenstück $° mit einer analytischen Fläche 
21) —g(2,) = (0 gemein. Dabei soll g(z,), g’(0) >0, eine in ®? (Projektion von B? auf die 
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2;-Ebene) eindeutige und reguläre Funktion von z, bedeuten und Q ein innerer Punkt 
von 9? auf 2, — g(2,) sein®). 

Vermöge der Transformation 21 = 2, — g(2,), 22 = 2, erreicht man dann, daß das 
Flächenstück 9? in der Ebene z; = 0 liegt. Bei den Untersuchungen der Punkte zweiter 
Ordnung benutzen wir stets diese Koordinaten zı, 22°). Unter gewissen weiteren natür- 
lichen Voraussetzungen über ® (siehe K $ 6%)) ist die Ordnung des Unendlichkeitwerdens 
der Kernfunktion bei der Annäherung an diese Randpunkte A (0,8) = 2. Im zweiten 
Teile des $ 6 der Arbeit K haben wir eine spezielle Klasse dieser Randpunkte ausgesondert 
und gezeigt, daß sie Limespunkte sind. Die (im Vergleich zu $ 6 etwas abgeänderten) 
Voraussetzungen über die Struktur der im weiteren betrachteten Randpunkte (die als 
Randpunkte Q@, bezeichnet werden) lauten: 


1. Der Schnitt 9° = B°- (z, = 0) ist in bezug auf ,—=0 ein Sternbereich. Ist 
R = h(9) die Gleichung seiner Randkurve, so nehmen wir an, daß h(®) stetig differen- 
zierbar ist. Es gelte also 


'xo)|>a>0, |wW|<B<o, 0<S0<ı, 
wo a und B geeignet gewählte Konstanten bedeuten. 


2. Der Schnitt ®-(z, = 0) enthält einen Kreis % vom Radius r > 0, der die 


y,-Achse im Punkte z, = 0 berührt. 
3. Über die Schnitte ®-(z, = y) setzen wir voraus, daß 


(2. 38) a Te. =) für |y|<d, y<%, 


(2. 39) m(yl)B- (4 =0)>8-(1=y) für |yl<ö, Re(y) > 0 
1 
ist3!), wobei m(|y])=1 + N|y|* ist und N <o, > 0 geeignet gewählte Kon- 
stanten bedeuten. 


4. Für alle Punkte von 8B+B gilt , +2,20. 


Unter der Annäherung A” gegen den Randpunkt (0, a,), a,< 92, wird die Konver- 
genz {21,23} >{0, a,} verstanden, wobei die z,-Koordinaten des Punktes {z,, 2,} von ® 
innerhalb eines Winkelgebietes 


(2. 40) %:: % >0, — < ——, la| <— 
verbleibt. 


28) Diese Art von Randpunkten treten z. B. bei gewissen Bereichen mit Maximumfläche auf. Vgl. dazu „Über 
eine in gewissen Bereichen mit Maximumfläche gültige Integraldarstellung der Funktionen zweier komplexer Vari- 
ablen. I‘, Math. Zeitschr. 39 (1934), S. 77—94, insbesondere die im $5 angeführten Bereiche. 

®®) Die oberen Striche werden bei 27, 2; im folgenden fortgelassen. 

0) Ich bemerke, daß bei den auf S. 23 der Arbeit K durchgeführten Betrachtungen A(2,, 2,) durch 
A(Yy, 22, 2,) und in [6.3] lim A(z,, 2,) durch lim A(y,, 2,, 2,) ersetzt werden muß. 


2,>0 Yı> 

31) Diein K $. 26 in den Zeilen 6, 7, 8 von oben angegebenen Voraussetzungen können durch die (viel schwä- 
cheren) hier angegebenen Voraussetzungen 2., 3. ersetzt werden. Die weiteren Betrachtungen des $ 6 von K brauchen 
dabei nicht geändert zu werden. 

Ferner sei darauf hingewiesen, daß in der in 2®) zitierten Arbeit und in deren II. Teile (erscheint dem- 
nächst in der Math. Zeitschr.) gewisse Körper, welche von endlich vielen analytischen Hyperflächen berandet 
sind, betrachtet werden. Wie dort im $ 7 gezeigt wird, läßt sich bei einer großen Klasse dieser Bereiche jede „La- 
melle‘‘ der analytischen Randhyperfläche in die hier angegebene Normalgestalt überführen, wobei die Voraus- 
setzungen 1.—4. erfüllt sind. 














Ne ee ee er ne e  & 
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In Analogie zu früherem verstehen wir unter W}, denjenigen Teilbereich von ®’, 
wo außer (2.40) noch (2.8) gilt. & soll bei den weiteren Betrachtungen, nachdem 
es einmal gewählt wurde, ohne besondere Erwähnung konstant gehalten werden. 

Um die Veränderungen der Grenzformeln, die bei der Variation des Limespunktes 
innerhalb von 9? eintreten, zu übersehen, lassen wir die Voraussetzung, daß Q, der 
Koordinatenanfangspunkt ist, fallen und nehmen im folgenden nur an, daß Q, ein innerer 
Punkt von 9? ist, d. h., daß Q@, die Koordinaten 0, a, (a,<%?) hat. 

Für die Funktionen, die bei der A'-Annäherung an {0,a,} (a, < 5°, fest) gleichmäßig 
gegen 0 konvergieren, deren genauerer Wert für unsere Zwecke ohne Interesse ist, wird 
durchweg das Zeichen O benutzt, während die bei derselben Annäherung gleichmäßig 
beschränkten Funktionen (um diese Eigenschaft hervorzuheben) meistens mit B bezeich- 
net werden. 

Satz Ill. Bei einem Limespunkte Q,(0, a,), a, <%?, gelten bei der Annäherung A 
an Q, die Limesrelationen 


dKa(2,, 22; 2], 22) 2 ÄRn (2, , 225 2, , 28) 
an TE zn nn 2, +2) ir nd Ener Kled See DAR 
(2.41) lim (z, + 2,) - BET Tr +2) ers 0, 
(2.42) lim (z, + 2,)? ds? = lım (z, + 2), 2, Tundzudz, = 2|dz,|?, 
1 
(2. 43) lim Ig(z, , 23; 2,, 25) = Am?’ 


wobei P(a,) der Bildradius von 9° in Bezug auf a, ıst °?). 

Beweis. Um die Vergleichskörper von ® in bezug auf Q, zu konstruieren, benötigen 
wir eine Funktion f,(2,), die bereits in der Arbeit K in [6. 14] eingeführt wurde. f,(z) 
bildet die rechte z-Halbebene auf ein gleichschenkliges Dreieck AOB ab. Die Seiten AO 
und BO dieses Dreieckes liegen symmetrisch zu der reellen Achse, der Punkt © liegt 


auf dieser Achse und hat die Abszisse 1. X AO Bhat den Wert — . Um den Parameter » 


zu bestimmen, wählt man ein positives x < zwar 1, wo a den Abstand des Punktes 


a, von der Berandung von 9" und Z2" das Maximum der Beträge aller z,-Koordinaten 


von ® bedeuten. Mit %;(x) bezeichnen wir dasjenige Gebiet in der rechten z-Halbebene, 
wo |f,(z2)| > * ist. Man bestimmt nun ein so großes v, daß die Ungleichungen [6. 16], 
[6. 17], [6. 29], [6. 30] und [6. 31] erfüllt sind. (In den letzten drei Ungleichungen 
gehen die in den Voraussetzungen 1.—3. auftretenden Konstanten ein.) Alle diese Un- 
gleichungen ergeben nur eine untere Schranke für ». 

Da man den in 2. angegebenen Kreis % stets durch einen kleineren (die y-Achse 
im Koordinatenanfangspunkte berührenden) Kreis ersetzen darf, nehmen wir schließlich 
von vornherein an, daß %<5;(x) ist. 

Es sei $ = $% x 9°. Der aus $ vermittels der Transformation 2, = 2,, 23 = 2, /,(2}) 
entstandene Körper $, ist ein innerer Vergleichskörper von ®; denn erstens wird im Punkte 


2) Unter dem Bildradius eines Gebietes $° in bezug auf den Punkt a, versteht man den Radius derjenigen 
Kreisscheibe, auf welche man das Gebiet $? schlicht und konform abbilden kann durch diejenige Funktion, die im 
Punkt a, die Ableitung eins hat. Vergl. dazu Bieberbach, Lehrbuch der Funktionentheorie II (Berlin, 1927), 5. 322. 

Im folgenden Abschnitt beziehen wir uns auf $6 von K (S. 24—28), wobei wir anstelle von A,,0,, B,, 
T,(x) jetzt A,O, B, 35%) benutzen. Auf S. 25, Zeile 1 von oben soll anstatt „z-Ebene“ gelesen werden 


„rechte z-Halbebene“ und in [6.20] „M,< 1“ durch „M,<S 1 + e,, lim e, == 0‘ ersetzt werden. 


p--> 00 
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Q, die innere Normale mit der x,-Achse zusammenfallen, und zweitens gilt, da $, in 
dem (in der Arbeit K angegebenen) Körper ®”<%8 liegt, um so mehr $,<®8. 

Als äußeren Vergleichskörper benutzen wir den in der Arbeit K angegebenen 
Körper 4, (dort mit X” ai der aus 4 = & x 9° (E* die rechte z,-Halbebene) 


vermittels 21 = 2,, 22 = ;, — entsteht. 


l, (@ 2) 
Wir gehen nun daran, die Koeffizienten der Jacobischen Reduzierten J(X go; Xı10; Xo1) 


und H(Xoo, Xoı) für $, und 9, auszurechnen. 

Nach [6. 44] und den Ausführungen des $2 der Arbeit „Über die ausgezeichneten 
Randflächen....““ 3%), wo eine mit /,(2) zusammenhängende Funktion t,(z) betrachtet 
wurde, gilt für /,(z,) in der Nähe von z, =0 die Entwicklung 





1 1 
u | 72 +35) 
(2.44) /,(2,) =1— A,z’ +2, ’+- A,= £ 
POri-) 
y 2 2» 
woraus 
(2. 45) 0) 1, lim (5 + 2) la) = 0 
folgt. 


Bezeichnet man mit w(z,), w(0) = 0, w’‘(0) >0, diejenige Funktion, die $? auf den Kreis |w| < 1 abbildet, 


Zn wV usw., so ist nach dem ersten Mittelwertsatz 


und setzt man zur Abkürzung w= u), = 
2 


1 1 


(2. 46) (5) = u (2) + 2° Kyla,2,) bzw. wOfz, f,e)] = u (2) + 2" 62,2). 


wo 


G, = ut 2, 1,(02,)] 2, 0 (82,), 





(1) 
(2. 47) K, et ( 2 )e 2,1, (92,) 





/,(82,)/ [1,(82,)P 
0<#<1; k=-0,1 M= B_ 
(7) 
bedeutet. Da nun nach [1.15] und [4. 11] 
'2 
Kir )  Jwlast,e))je re) 


(2.472) Ky,= 











Kr, = 2 une 
a2 + 23 —olz]} 1 w( )] ee 2 + Pl [w(zh,@))?P 
(7) 
ist, erhält man 
@4) KoggrzplitOh Kum- az 2+0]#), Ku Köı, 
wo (wie bereits angegeben) 
Be _ 1 u), 9_ We , 








nn - T-m@R Pe) AT) I ol) 


3) Math. Annalen 104 (1931), S. 611—636. Diese Untersuchung wird im folgenden als Arbeit A zitiert. 
%) Diese Relation für KT gewinnt man aus 


N (706) Rn 92 1— 021 u one e) “ie ‚Ci A Ind 1,(2,) - 
re rel len Ab 


ähnlich erschließt man unter Benutzung von (2. 44) und (2. 46) die weiteren Formeln. Insofern bei K,„„;, Sich kein 
oberer Index %, oder 9, befindet, gilt die betreffende Formel für beide Körper. 
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bedeutet. Ferner ist 


6+0 K a5 
(2. 49) K,0i0 ana; K Fe] , Koıöi Zn K(B, + OÖ), K,o0i En (nn (2, + 2) [25, Re O], 
wo B, = | B,|?+ 2B ist. Wir erhalten weiter 
(2. 50) K_Kıooo = - . [1-+ ©], (2.51) KR Koroo = 2KB+ O), 
| K.o010 Kıoio (21 + 2) 'Koooi Koıoi 
| KK Kuna 
4 KK | K2O u 1000 N0100 4K3(B-+ O) 
(2. 52) ae Ana (2. 53) Kooio Kıoıo Kor in -_ . 


KunızK..:zi (z,+2%)' (2, + 2,)? 
oh Ar + 2 
| Koo0i Kj00i Koıoi | 


Analog wie bei den Limespunkten dritter Ordnung folgt nach (2. 23), (2. 48) und 
(2. 50) 





(2. 54) = latatll+0), 
woraus man 
nu zZ L- 2 - 
(2. 55) lim (z, + 2,)° Tr —= lim (2: u = 2 
842» 
gewinnt. Analog ergibt sich (vgl. S. 100) nach (2. 51), (2.50) und (2. 53) 
01 2 01 2 
SOHN. VERENSEE.. "ROHDE... SERHRENER.. 
(2.56) lım (+ a 2 (2.57) lım TREE 7: 
woraus 
(2. 58) lim TZ = 2B 
und (2. 43) folgt. 
Aus 
Koo X B X X 
2.59) — [4 — —11__ <s — | m —. ) 
\ ) ah (21 +2) (2 + 2,)/ ° ° Ja (21 + 21) (2ı + 2ı)° 
B | Xo0 Ajo 
ans in. 
—> a In, (z, + 3,)° (2, 5 ) 
folgt 


1 , , 1 . . , 
(2.60) |Xool® + I 2X + Aus Anl? + D% |—lım (2, + 2,) we oo+ Ayo’ 
1 
2 


woraus man 


(2.61) lim (z, + 2,) - u =—2, d.h. lim (z, + 2,)? K,ooo = -. 
erhält. Multipliziert man (2. 33) mit a (2 R. 28 und vollzieht dann den Grenzüber- 
gang 2,>0,2,—> a,, so erhält man Fri 

1 Kom” — 

woraus 

(2.62) lim u = |B,|, d.h. lim (z, + 2,)? |Kjooo! = a1 

lei h 2B 
folgt. Durch die Multiplikation von (2. 35) mit a, + Zi und den Grenzübergang 
“1 T 
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2, >0,2,> a, erhält man 


| ik «Ai 
1) 4 |Kosm Ke || | 1 
iD. TOR, “ ’ 2 
Fat) K a sure 
| IKooio K,oi0 | 
woraus 
pi Koi IP ae 
al, B 1 0010 "0110| 0010 0110 
2.63) lım a u d.h. lım z —]i | =(0 
( ) lim Tg Ku im (z, + 2,) |Tj5| = lim (z, + 2) u 
Kun Kor! 


folgt. Aus (2.55), (2.58) und (2.63) folgt (2. 42). 


83. 


In den $$ 3—5 werden Limesrelationen bei Annäherung an die Limespunkte Q, 
dritter Ordnung für gewisse Familien von Funktionen angegeben, und es wird ferner 


gezeigt, daß die Minimalfunktionen My(z,, 25; 1,1.) = Kalzı, 2; ı, bo) von ® mit dem 
Kaltı, ta; 1, ta) 
Aufpunkt in {Z,,t,} zu dieser Funktionenfamilie gehören. 

Bei diesen Überlegungen werden mit i,,t, bzw. z,,2, stets die in bezug auf den 
Randpunkt Q, normalen Koordinaten bezeichnet, was nicht mehr hervorgehoben wird. 
Wie im $ 2 hingewiesen wurde, wird die Randhyperfläche in der Umgebung von Q, durch 
(2.3) gegeben. Durch eine Transformation von der Form (2.5) gelangen wir zu dem 
kanonischen Ersetzungskörper ®*, wobei die Gleichung der Randhyperfläche b*3 in der 
Umgebung von (0, auf die spezielle Gestalt (2.6) gebracht wird. 

Wir wollen nun zeigen: Aus den im $ 2 über y, gemachten Voraussetzungen 
folgt, daß eine Konstante A so existiert, daß 


(3.1) vw, 2,23) s Ally l®+ 21°] 


gilt. Es genügt, offenbar zu zeigen, daß (3. 1) in einer genügend kleinen Umgebung von 


0; gilt. 
Ersetzt man nach (2.5) in (2.4) x,, y, durch die Real- und Imaginärteile von 


(xt +iyr) +2b(xF +iyr)(af +iyf)-+,, %,,Y, durch z$, y$, so erhält man eine 
Gleichung von der Form ®* (xf, y, 25, y$) = 0. Da nun das Transformationspaar (2. 5) 
den Punkt 0, in sich und eine genügend kleine Umgebung von (0, im z,2,- Raume in eine 
ebensolche Umgebung von Q, im z#*z*-Raume eineindeutig und stetig überführt, wird 
O0* (ar, yr, ar, yR) 
oxr 
gelten. Nach dem Satz über implizite Funktionen ®) läßt sich ®* = O0 in einer ge- 
nügend kleinen Umgebung |y*| s ö, |z*| s ö, |y*| s ö in der Form 


(3. 2) a = y* (vr; 22,92) 
darstellen. Da ® dreimal stetig differenzierbar VERERERENEOS war und das Transfor- 


mationspaar (2. 5) analytisch ist, wird ®* und somit auch y* nach allen Veränderlichen 
dreimal stetig differenzierbar sein. Eine formale Rechnung zeigt, daß die Glieder ersten 


lu), +0, ®*(0, 0, 0,0) = 0 





z1=yY ‚=23=y3= 


) Vgl. z. B. Osgood, Funktionentheorie I, S. 69. 






































SE en art re en 


TITTEN 

















Bergmann, Über die Kernfunktion eines Bereiches und ihr Verhalten am Rande. II. 107 


und zweiten Grades die in (2.6) angegebene Form haben, während y*(y*, z*, z2*) eine 
in yF =z} = 0 dreimal stetig differenzierbare Funktion ist, für die die ersten beiden 


Ableitungen nach alle Veränderlichen verschwinden. 
Nach dem ersten Mittelwertsatz kann man 


v3 (yN 25,22) = A,yı° + A,yı 25 + + A,25°25 + A,2, 22° 


9u”2 2 
setzen, wobei A, = A,(yf, 2,2%) in der Umgebung von y* = a = () gleichmäßig be- 


schränkte Funktionen sind; bezeichnet man mit „, eine obere Schranke für die A,, so 


18 
gelangt man zu (3.1), w. z. b. w. 3°). 


p-gekoppelte Annäherung eines Punktpaares. 
Unter einer p-gekoppelten Punktpaarfolge (p > 0) 
2, u, Bent, hen ti, >, >00 
verstehen wir eine Folge, bei der Sa den x,- und u,-Koordinaten einander entspre- 
chender Punkte {z,,2,} und {t,,t,} stets die Ungleichung 


p 


(3. 3) 0<ms<sM<o 
1 


gilt, wobei m, M (geeignet gewählte) von der Lage der Punkte unabhängige Konstanten sind. 
Konvergieren außerdem die Punkte {z,, 23}, {f,, t3} nach Q, im Sinne der Annäherung 
A', so werden wir von einer p-gekoppelten A'-Annäherung des Punktpaares oder kurz 
von einer p-gekoppelten A'-Punktfolge sprechen. 
Wie in K $3 hingewiesen wurde, geht man von einem normalen Koordinaten- 
system 2,,2, zu einem andern zı, 22 vermittels einer Transformation von der Form 


[3. 3] über. 


Wir wollen nun zeigen, daß die angegebene Definition der p-gekoppelten A'-An- 
näherung von der speziellen Wahl eines normalen Koordinatensystems unabhängig ist. 


° “ en 5 . . . I »- 
Da, wie in K $3 näher ausgeführt wurde, eine im Sinne von A im 2,2,-Raume 
konvergierende Punktfolge in eine ebenso im zı2>-Raume konvergierende übergeht, 


braucht man nur zu zeigen, daß aus (3.3) eine analoge Abschätzung für = folgt. 
sl 


Nun ist ®) (vgl. [3. 6] und [3. 4]) 





r Bill, t,) = Ball, t,) Yla® + 1? 
Zu)” _ (di + u _ V 1% + [tz]? u‘ + t, DB (t, „ 1)" 
22 a +2 + Bial21, 22) + Bıslı, 2) NzaPr+l2° Ara 
eg ; 1 - | u 
Yizl® +12]? 4 7% 
SET 
t | u (a lo | 
£ + Q } It, 1° > | . R 
BR t, Tr ı EB (tı x t,) 
e+Q 211? + I22|? u 
2, + 2, 


36) Da der Körper ®* ganz im Endlichen liegt, kann man annehmen, daß die gesamte Berandung b*° von ®* 
in der Gestalt (2. 6) gegeben ist, wo für y5 die Ungleichung (3. 1) gilt (ev. wird die Konstante A vergrößert) und p, 


in der Umgebung von Q, die angegebenen Eigenschaften hat. (y} kann außerhalb der Umgebung von Q, natürlich 
auch mehrdeutig sein.) 

9”) Wir lassen bei den folgenden Überlegungen, mit Ausnahme der Betrachtungen auf den S. 111f., die 
Sterne bei zf,2$ weg. 

3) Wegen der Einzelheiten zu diesen Betrachtungen vgl. K $3. 


14* 














108 Bergmann, I 'ber die Kernfunktion eines Bereiches und ihr Verhalten am Rande. II. 


Da nun bei der Annäherung A’ (2. 7) gilt, wird für eine genügend kleine Umgebung von 0, 


(3. 4) EP 
Te ie 


sein, ww0 <k <_K < w ist. Da man die Relation (3. 3) nur für genügend kleine Werte 
der Veränderlichen zu beweisen braucht, folgt aus (3.4), daß die Folge {z1, 2, tı, t2} 
ebenfalls p-gekoppelt ist, w. z. b. w. 

Für die folgenden Betrachtungen ist es zweckmäßig, eine etwas andere als die 
soeben besprochene Interpretation einer p-gekoppelten A'-Punktfolge zu geben. 

Mit M soll nur ein Teilbereich von 8, bezeichnet werden, für den außer (2. 7) noch 


(3. 5) 0<cesi,sC<w 
gilt, wo c und ( geeignet gewählte positive Konstanten sind, die so klein sind, daß ®,., 
in B* liegt. 


Mit großen Buchstaben Z,,Z, (Z«=XÄr+iYı) bzw. T,, T, (T, =U,+ iV,) sollen 
stets Koordinaten von Punkten von M bezeichnet werden. 


() _v) ,o) er. 
, 


Wir wollen nun zeigen, daß man zu jeder p-gekoppelten Punktfolge {z, , 2, ‚t} ‚tz 


v—=1,2,..., einen geeigneten Körper M so konstruieren kann, daß 


zZ” Tr 
ee u ‚ imn,=o 


v v„—>% 


ist, wobei {Z7”, = und {7”, =, v=1,2,..., zwei in M gelegene Punktfolgen be- 


deuten. Sei d> 0. Wir wählen n, en d.h. setzen U” =d. Aus lim u” = 0 folgt 





u 
limn,= ®. Aus (3.3) folgt ferner, daß 
n d’ ‚ : Er # 
(3. 6) ski ins tn -— 








| 2 |z(v) 2 ' (»)2 (v) 2 
| .’Yar+zi_Var+la 
ist. Da andererseits ı u. APR. iu 2 


Punktfolgen {Z}”, ZY’} und {7%”, T/’} in einem Körper M liegen mit 








< —— gilt, folgert man, daß die 
COS «& 


p d’ 
, =). C = max, =). 


Er zer gr j 
"Ba gegeben, in der für 
v 


v v 


c= min (a 


p (v)p 
EA. 
C — 


Sinne der ersten Definition p-gekoppelt. 


X” und U)” (3.5) gilt, so ist ‚ d. h. die betreffende Folge ist im 


S4. 
Satz III. Es sei jedem Punkte {t,,t,} einer in ®, liegenden Punktfolge PP mit 
lim {t,,1,} = Q, eine in ® reguläre und quadratischintegrierbare Funktion f(z,, 22; tı, t) 
der beiden komplexen Veränderlichen 2,,2; zugeordnet. Jede Funktion dieser Schar habe 
die folgenden zwei Eigenschaften: 
1. Es ıst 


(4. 1) Mt,t;5t,t)=1; 
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2. die Integrale [ |f(z1, 22; tı, t,) |? dw, genügen für {t,, tz} < PP der Ungleichung 
8 


2) Sl, at) don <Zy + + CH +, 
B 


wobei EC < @, r>0 feste von {t,,t,} unabhängige Konstanten sind und o die ın der 
Entwicklung (2.4) auftretende für den Randpunkt Q, charakteristische Größe bedeutet. 

r 14 
"an 
näherung des Punktpaares {2,, 23, tı, iz} gleichmäßig °°) (in Bezug auf jeden Annäherungs- 
weg innerhalb ®8,) 


Für jedes p mit max e <p<i git dann bei einer p-gekoppelten A'-An- 


„3 
(4. 3) lim mi Fr 251,4) =41 für p<i, 
1 1 
z.\8 
(4. 4) lim B fl 251,4) =1 fürp=1. 
1 1 


Den Beweis des Satzes führen wir unter der Benutzung der Behauptungen I—IV, die 
(der Übersichtlichkeit wegen) nachträglich im $5 bewiesen werden. 

Durch die Transformation (2.5) ersetzen wir ® durch seinen kanonischen Er- 
setzungskörper ®* (bei dem die Randhyperfläche in der Umgebung von Q* = Q, durch 
(2.6) gegeben wird). Betrachtet man nun in ®* die Funktion 


E(z#, 22) 


(4. 5) I A at et ee ee, N Eier ix)’ 
4 1 ? 2 


E(z21, 22) = 


für die f*(t#, t*; ı*, ı*) = 1 gilt, so befriedigen (wie in Ia gezeigt wird) die Integrale 


Slrrc#, 2:6, {*) |” do, eine Ungleichung von der Gestalt (4.2). Andererseits kann 
8 


man aus der Tatsache, daß f* die Limesrelationen (4. 3) und (4. 4) erfüllt, leicht auf das 
Bestehen der gleichen Limesverhältnisse für f schließen (siehe Ib). 

Um die Relationen (4.3) und (4.4) für f* *) zu beweisen, konstruieren wir eine 
Folge von (nachträglich in II auf S. 112 näher beschriebenen) inneren Vergleichskörpern %,. 
Die Betrachtungen von III und II (vgl. S.118) führen zu dem folgenden Ergebnis: Seı 
{Z1,Z,} bzw. {T,, T,} (unserer früheren Festsetzung gemäß) ein beliebiger Punkt von WM. 


Es ist dann og, und 


= a „. T, s) a ——_ n® # T' \ı3 f B{n, £p T,; I,., fi 
(A. 6) J M,;, (21 “2; n ’ m do; =3:,(7 r T,) ı u ’ 


vn 


n> 


wobei B eine für n> n, und {T,, T,}<M (gleichmäßig) beschränkte Funktion bedeutet. 
1 
Ferner gilt für jedes pmüt _- sp<si 


mt 3 
— Er 
1 ’ n\-p 
7 nn u 4 
(4. /) ‚1 l) na 
n! j gr 


ul Ta 


n \m Zı 2, T, r:) 
1 


n-—Y 5 
1 1, 


») Voraussetzungsgemäß wird bei unseren Betrachtungen der Winkelraum ®, [d. h. a in (2. 7)] festgehalten. 
0) Mit Ausnahme der Ausführungen in I lassen wir von nun an bei /*, z7, 2%, {7, 3 die Sterne weg. 
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Wir führen nun die Folge der Hilfsfunktionen 


#8; 
(4. 8) h (2, 2: —, =) u ‚z. 22; = =) .. Ma, (2, ee ; 


N 


ein, von denen Jede indem zugehörigen $%, regulär ist. Unter Verwendung des (nach- 
träglich bewiesenen) Hilfssatzes II ergibt sich für n> n, (n, kann unabhängig von 
{T,, Ts} <M gewählt werden) aus (4.2) und (4.6) (vgl. S. 120) 


| IP | C ) 1 ) 
(4. 9) hl 259.) do, S u “), pop = min (r, 5) 
n 


Andererseits existiert, wie in III gezeigt wird, zu jedem Punkt {Z,,Z,} von M und für 


jedes n>n, ein Bizylinder e(“ = mit dem Mittelpunkt in Mn, = und dem Volumen 
n? nP 


1 
np’ nP 


Ca 


= p der noch ganz in %, liegt. Dabei ist c, = n?T?, wo r die in III angegebene Kon- 


stante bedeutet. 
































Abb. 1. (Schematische Darstellung). 


Für jede in einem Reinhardtschen Kreisbereiche & reguläre Funktion g(Z,, Z,) 
gilt ein (bereits früher bewiesener) Satz, der besagt, daß für den Wert von g in dem Mittel- 
punkte (ö,,£,) von & die Ungleichung 


Se, 22° do 
(4. 10) a 





gilt 2). Da aus {Z,,Z,}<M (wie in III gezeigt ist) (2,2) 3, folgt, gilt für 


2 
nP 


4) Die c,uk=1,2,3,4, sind feste sowohl von n(>n,) wie von {T,, T,} <M unabhängige Konstanten. 
#2) Vgl. H (siehe 2)), Hilfssatz I, S. 649, 
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Z, 2 


np’ np 


h 2,25 I =) das in ei“: 


) IE: 2,.T, =) 


n’nm’n’n 


2)[< $n] regulär ist, nach (4. 10) 





N S In?do nn — 
er. 2) [ \h?do Gas 
< 2.02 nP nP RER < Bm  « (3 (4 
== 4 Z,\ == = n? te—3P n\>+ 0—1,5p 


he el. >) . a. or. (er P’ n) 





d. h. 


Rn \ 


(4. 12) nn (tr, ei =) 


nP’me’n’n 
ni  } s s 3 wie h 2 =. , nn sind für jedes n und 
nP’n'’'n'n nm» nn 

r 14 
3’15 
und (4. 12) die Limesrelationen (4.3) und (4.4), womit vorbehaltlich der Annahmen 
I—IV der Beweis des Satzes III erbracht ist. 

Die Minimalfunktion My(2,, 25; t, t,) erfüllt definitionsgemäß (4.1) und nach 
[1.12], [1.11] und der nachträglich bewiesenen Beziehung (5.41) die Ungleichung (4.2). 
Es gılt somit das 

Korollar. Für die Minimalfunktion Mg(z,, 23; tj, t8) von ® gelten bei p-gekoppelter 
A'-Annäherung des Punktpaares (21,22, 1, t2}>{0,0, 0,0} die in (4.3) und (A. 4) ange- 
gebenen Limesrelationen. 


1- Sowohl die Funktionen Ma, (7: 


[Z,, Ze} <M erklärt. Wählt man nun 1>p> max (1 = ), so folgen aus (4. 





S5. 
Wir gehen nunmehr zu dem nachträglichen Beweis der Annahmen I—IV über. 
I. Wir zeigen, daß 
a) für die in (4.5) eingeführte Funktion f*(z#, z#;1*, 1%) ®) die Relation 
(4. 2) gilt, 
b) aus den Limesrelationen (4. 3) bzw. (4. 4) für die Funktion f*(z*, z*; ı*, t$) das 
Bestehen der gleichen Limesrelationen für f(z,, 23; t}, t3) folgt. 
Beweis. a) Infolge der Regularität von i,(t*, iX) in der Umgebung von !f=0, 1% =0 
gilt nach dem ersten Mittelwertsatz 
= + Amer Ale + Auer, Er, #)=1+Alt+4,r, 
wobei A, = 4, (IX, 1%), k=1,2,...,5, in einer genügend kleinen Umgebung von {0, 0} 
gleichmäßig beschränkte Funktionen von t*,1% sind. Nach (2.7) gilt in ®W,. 


- MW at] 
[r4 0* cos a*’ ce 2 


Es existiert deshalb eine endliche Konstante A so, daß für die angegebene Umgebung 

; E ü 1 - 

| (5.1) (, +1)s(t +) [1 + Ali +1*)], Er.) s1+Al(lt +1) 
1’ 


r ist. Es gilt somit für r <1 %) 


RR NL. RER ER RE SE N BIELEE RS CE AR REN TEEN) ee TE re ee 





| 4) Es sei daran erinnert, daß die Koordinaten zf,2* sich auf den kanonischen Ersetzungskörper, 2,, 23 
n j auf den Ausgangskörper beziehen. 
#4) Ohne die Allgemeinheit zu beschränken, können wir r < 1 voraussetzen. 
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1 








Sit, er] " do.= | E(i*, ı*) 2 S!f,. 29; 1,,1,))” dw, 
Bd vlg 
“ n2 1 374 Fa 
ie >55 E(i*, rl? ? (, + 1) [1 +Clı, +1) ] 
(5. 2) i 1,2) 
ah y. r ik \7 I hr 
< 5, (r + PL + A + HE + CE + rl + Alt +) 
n® - 
2 = ( +eP [1 + CH + ir)’ 7 
wo C* eine geeignet gewählte Konstante bedeutet. Dadurch ist a) bewiesen. 
b) Analog kann man für 2* und Da” = E(z#, z*) schreiben: 
21, 22 
1 
2] — y Bi + B3212, + B:23, D(,. E =1+ B;3ı + B;2; , 
‚“2 


wobei die Bı = Bı(2,, 25) in einer genügend kleinen Umgebung des Koordinatenanfangs- 
punktes gleichmäßig beschränkte Funktionen von 2,, 2, sind. Es folgt deshalb zunächst, 
daß bei einer A'-Annäherung 











J 27 iv -- L# 
(5. 3) lim — =1 (und somit auch lim —— =1 
21 u +4, 
gilt. Ferner ist bei der 1-gekoppelten A'-Annäherung des Punktpaares {z, , 25, ij, £,} 
7 + —A+(z + „B + Bıtt + Ba2122 + Batıtz, + B33 + Bi 
a rl 2 (2 + 4)? 
Andererseits ist |, +t,|>x, (da x2,>0, u, >0 ist), wobei 
Pre In] < u, Hs 
COS & cos x ” 608% 


ist, woraus die gleichmäßige Beschränktheit des Koeffizienten bei z, +i, und somit 
im Falle p =1 in (3.3) 


(5. 4) lim +—4 =14 


folgt. 

II. Wir gehen nunmehr zur Aufstellung der Vergleichskörper $%, und 4, ®°), 
n=1,2,3,..., über. Diese entstehen aus den Hyperkugeln (2.12) (die mit $,,, 
‚bezeichnet werden) mit den Radien 





1 1 1 1 
(5. 5) aa u; bzw. Fr BD 
1 = 
n> n® 
vermittels der Transformationen (2. 13) bzw. (2. 14), wobei 
(5. 6) Bin = C,n: 


zu setzen ist. Die in (2. 13) und (2. 14) auftretenden a,, wie auch D,, C„k = 1,2, sind 
feste von n unabhängige Größen, auf deren Bestimmung nachträglich eingegangen werden 
soll. Wir gehen zu ihrer Bestimmung und zu dem Nachweis über, daß die auf diese 
Weise erhaltenen Körper innere bzw. äußere Vergleichskörper von ®* in bezug auf 0; 


#5) Die äußeren Vergleichskörper werden im Korrolar, beim Nachweis, daß die Minimalfunktion die Relation 
(4. 2) erfüllt, herangezogen. Wir werden bei allen Größen, die mit n variieren, den Index n beifügen. 














st, 


nit 
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sind. Da alle diese Körper den Koordinatenanfangspunkt Q, zum Randpunkt haben und 

x = (0 allen gemeinsame Tangentialhyperebene ist, braucht nur gezeigt zu werden, daß 
(5. 7) 3. 8* bzw. (5.8) BF, 

gilt. In K $5 wurden die gleichen Beziehungen (vgl. [5. 16] und [5. 33]) auf die Weise 

bewiesen, daß man zunächst einen Körper $,, aus $,,, vermittels der Transformation 


5.5: 5, = en 2, = 2, konstruiert hat und zeigt, daß derjenige Teil von $,,, der 
121 
dem Bizylinder 
(5. 9) Iz,| £L, 


angehört, in ®* liegt. Durch eine weitere Transformation [5. 13]: 2] = 2), 2% = N Pe 

121 

wurde dann erreicht, daß der übrige Teil von $,, so zusammengedrückt wurde, daß für 

den nunmehr entstandenen Körper $,, ;,, jetzt mit $%, bezeichnet, (5. 7) gilt. Mit einer 

ähnlichen Methode wurde der Nachweis von (5. 8) geführt. Mit 32 wurde dabei die Ge- 

samtheit der Punkte von ®*  (z, = 0) bezeichnet, für die |z,| 2%, k=1,2, gilt. (Siehe 
dazu *)). 

Die Verhältnisse sind jetzt insofern etwas anders als im $5 der Arbeit K, weil wir 

jetzt eine unendliche Folge von Bereichen $, bezw. 9, haben, die (da lim ß,, = © ist) 


n>2 

bei n> © gegen eine Scheibe bzw. einen sich ins Unendliche erstreckenden Körper kon- 
vergieren, und weil die Zu, k=1,2, gegen Null gehen. 

Wir müssen deshalb einige etwas schärfere Abschätzungen als im $5 der Arbeit K 
gewinnen, die die Anwendung der geschilderten Methode ermöglichen. 

Wir beginnen mit der Aufstellung einiger Ungleichungen. 

1. Es gibt eine von n unabhängige Konstante P, = P,(x,) so, daß für alle Punkte 
(21, 2,5 Jedes $,n die Ungleichung 


(9. 10) || S Pı(o,) [21 1? 


Die Hyperkugel (2. 12), bei der speziell 0% = o gesetzt ist, soll mit $, bezeichnet 
werden. Der vermittels (2. 13) aus 8, entstandene Bereich soll $,, heißen. Da $,,„< 8, 
gilt, und somit In <a, Han (1 = y)< Hu (2 = y) Ist, so genügt es, (5. 10) für 
$t,, zu beweisen. Für eine genügend kleine Umgebung von (; ist das Innere von $,, durch 


gılt. 


(5. 11) 27, — (20, + 0) yy — 0o|2,|? + 93 (Yı, 22, 22) > 0 
gegeben, wo für @3 
(9. 12) | Y3(Yı, 2 22)| < Pllyı? + 2°), B<m®), 


gilt. 





46) Die Existenz eines endlichen B in (5.12) erschließt man folgendermaßen: Da $., ein ganz im Endlichen 
gelegener Bereich ist, braucht man (5. 12) nur für genügend kleine Werte der Argumente zu beweisen, etwa wenn 
simultan | y,| <[1,|2,| <! ist, wobei l eine genügend kleine positive Zahl bedeutet. Nun ist der Rand von 8%, 
durch 

= 23+3— 2+0)]3?—o1— 23]. = 2, — (2a, + o)y + Ha) —oll—a, (+ iyı)?l ja? = 0 
gegeben. Da (2) ie +0 ist, läßt sich für genügend kleine y,,2,, also etwa für || <sI,, |za/sH, die 
Gleichung ® = 0 hen. und wir erhalten 2x, = y(y, 2,,2,), wo y im angegebenen Gebiete eine beliebig oft 
differenzierbare Funktion ist. Unter Anwendung des Mittelwertsatzes erhält man nach einer einfachen Rechnung 

Yalyı, 2,2) = Byi+ Byiat+t Byäit + Baät+ B2, 

wo B; in dem angegebenen Gebiete gleichmäßig beschränkte Funktionen von %,, 23, 2, sind. Ist B so groß gewählt, 


daß in dem betrachteten Gebiete | 3 (Yı, 2, &)| S 2 ist, so gelangt man zu (5. 12). 
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In jedem Punkte von $,, der zu dieser Umgebung gehört, gilt 

(5. 13) 22, — (2%, +0) — 0], + Bijy,|’+ 2Biz?> 0, 
woraus (da man /, <A und somit |y,| <41 voraussetzen darf) 

1221? [oe — B|z,|] < 22, — 2a, +0) yi + Bi s2u + Bı=s(2+B)izl 
folgt. Da nun 8,,'(2, = y) für y >O in eine beliebig kleine Umgebung von 2, = 0 
rückt, folgt, daß für genügend kleines z,, etwa für |z,| <!=I(a,), Bjz,| s}%e ist, 
und daher in dieser Umgebung 


(6. 14) DE ET 


gilt. Da 8, ganz im Endlichen liegt, folgt aus (5.14) bereits (5. 10), indem man 














P,(x,) = max nnd m setzt, wobei M das Maximum der Beträge der 2,-Koor- 
u oe Ya 
dinaten von $,, bedeutet. 
Eine analoge Betrachtung führt zu dem Ergebnis: 


2. Es gibt eine Konstante P, < ® so, daß für alle Punkte {z,, 2,} von ®* 

(5. 15) [22 | < P,|zı |? 
gilt. 

3. Zu einem genügend großen E kann man eine positive Konstante P, so bestimmen, daß 
für jeden Punkt {z,, 2,} der Berandung b*° von ®*, für dessen z,- Koordinate 


ni 
un une E A 
(5. 16) 2 E | == E 
gilt, 
(5. 17) 212 P;(E)|2l 
ausfällt. 


Wir wählen E so groß, daß der Kreis (5. 16) mit Ausnahme des Randpunktes 
z,=0 ganz im Innern von ®*-(,=0) liegt. Es ist dann E>a (wegen a siehe 
(2.6)), und man kann ein genügend kleines positives p so bestimmen, daß E>a-+ Ap 
ist, und außerdem derjenige Teil von b*?, für dessen z,-Koordinaten |z,| < p gilt, in 
der Form (2.6) dargestellt werden kann, wobei für %, die Ungleichung (3.1) gilt. 
Zerlegt man den Kreis (5. 16) in zwei Teile & + € so, daß zu €? alle Punkte {z,, 2} 
mit |z,| < p gehören, so ist &3 abgeschlossen und liegt im Inneren von ®*-(, =). 
Für alle Punkte {z,,2,} von b*?, deren z,-Koordinaten zu &% gehören, haben die zu- 


gehörigen |z,| eine untere Schranke o, so daß für diesen Teil von b* |z,| > = 2; | 
gilt. (5.17) braucht man also nur für diejenigen {z,, 2,} zu beweisen, für die |z,| <p 
ist. Nun ist dieser Teil von b*? durch (2.6) gegeben. Nach (2.6) und (3.1) ist 


22, —ayi = 0|2,|” + yalyı, 2,2) Ssolz,?+Alyıl? + Alze|? 
und somit (da man |z,| < 4 annehmen darf) 
(5. 18) I2|?”(e + A) 2 22, — yila + Alyıl); 


andererseits ist nach (5. 16) |z,? s 2, und aus (5. 18) folgt 


|2?(o +A)ZE]z,|?— yila + Alyı|). 
Eo 1E—a—A 
o+A 








Setzt man nun ?, = min (4 V 


J p ) so gelangt man zu (5. 17). 
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u | . I! 


Bezeichnet man mit $,, den aus $, vermittels 27 = „————, 25 = z, entstandenen 


Körper, so ist 8,,<$.n und 8, (2 =Y)<#un ‘(21 = y). Mit Hilfe einer der soeben 
durchgeführten analogen Überlegung schließt man: 




















0 4. Für jedes F> o— 2a, gibt es eine von n, unabhängige positive Konstante 
st, P,= Pı(F) so, daß für alle Punkte {z,, 2,} der Berandung %;,. von $,,., für die 
| .ı.4 

ist, die Ungleichung 
u (5.21) 212 PuP) la 

gilt. 
T- A Y, 
'B 
28 
e 
p 
n 
. Abb. 2. 
I | 
) | Nach dem die für das Folgende nötigen Abschätzungen 1.—4. abgeleitet wurden, 
u | gehen wir zum Beweis von (5. 7) und (5. 8) über. Wir bestimmen dabei a, so groß, daß 
Ä | 8.,'(21 = 0) im Kreise (5. 16) liegt. Dann ist 
| | (5. 22) o+2,>E>a. 
pP | Ferner setzen wir für die in (5. 9), (5. 5), (5. 6) auftretenden Konstanten /,, D, 

und C, 

/ > 
(5.23) In = - D,=(A + B)P, d.h. u=0+ ex ar C, 


nt’ nt — P,o’ 


wobei P,[P,] das zu dem soeben gewählten a,[E] laut 1. [3.] zugehörige P,(x,)[Pz(E)] 
bedeutet und A, B die in (3.1) und (5. 12) angegebenen Größen sind. 
Für ein genügend großes n liegt jeder Punkt {z,,2,} von $,„ mit |z,| SI in 


8* ; denn aus (5. 23) folgt, daß für |z,| < In = — 
n 


on— BP, |z2>o+ AP, |zl? 
und in Verbindung mit (5. 10) 
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(5. 24) o„—Bz|>0o+Alz| 
ist. Da ferner y,—0 für genügend großes n und somit nach (5. 22) 


o%+ 20, — Biy|>a+Alyıl 
ist, erschließt man aus (5. 24) und (5. 22): 
(9.25) 22, — (om + 20) yi — Om |22|? + Pa(Yı» 22, 22) 
s 27, — (on + 2%,)y — 0m |2°+ Biyıl?+ Bla? 
zs 2, —ay — ol,” —A|y?—A]|z]? 
s 27, —ayi—0|2|’+ YyslYı, 22: 22) , 
d. h. jeder Punkt {z,,2,} mit |z,| < !, von $,„ liegt (für genügend großes n) in ®*. 
Nach (5.22) und (2.12) liegt Sun (22 = 0): 2 — - rs < a E I, in dem 
Kreis (5. 16). Für die Punkte {z,, 2,3} der Berandung b*? von ®*, deren z,-Koordinaten 
zu (5. 16) gehören, gilt (5.17). Bezeichnet man mit o* das Minimum der Beträge der 








,-Werte auf dem Rande b*3, dessen z,-Koordinaten zu ®j„ gehören, so gilt nach (5. 17) 
und (5. 23) 


' P 
(5. 26) oe =min|z,| 2 —. 
21< 8 n3 
Die Ungleichung [5. 14] von K, die die hinreichende Bedingung dafür darstellt, daß der 


Körper $,(= 8%},), der vermittels (5.13) aus $,, entsteht, im Innern von ®* liegt *), 
ist offenbar befriedigt; denn es ist nach (5. 23), (2. 13), (5. 6), (5. 26) 








1 1 1 P 
5. 27 — Yen Me — = 2 < o8 
mitt Binzıl  lPın2ı! Ins 41 I m On 
\Pso n> 


Damit ist (5. 7) bewiesen, und wir gehen zu dem äußeren Vergleichskörper über. Wir 
wählen F so, daß (5.20) den Bereich ®*-(z, = 0) im Innern enthält (woraus a> F 
folgt), bestimmen x, so, daß 


a>F>o0—2%, 
ist, und setzen für die in (5.5) und (5.6) auftretenden Konstanten die Werte 


/ > 
m D,= (A -+ B)P, d.h. a nn E, =; 
n> n> 4 


wo P eine obere Schranke für die Beträge der z,-Koordinaten des Körpers ®* und P, 


das zu dem gewählten F laut 4. zugehörige P,(F) bedeutet (8* ist beschränkt, P ist also 


endlich). Aus (5. 28) folgt, daß für die Punkte {z,, z,} von ®*, für die |z,| </,„ = a 
n5 





(. 28) Ion us 


ist, 


o— AP, |z|?>20m+ BP, |z,|? 
und in Verbindung mit (5. 15) 

(5. 29) oc—Alz,| 20m + Bj) 
gilt, woraus unter Verwendung von (5.5) und unter der Berücksichtigung, daß 
für genügend großes n a— A |y,|> o— 2%, + B|y,| ist, 

(5. 30) 2, —ayj—0o|2|?+ Yyılyı, 29,2) S2r, —ay— ol? +Alyıl?+ Alz]’ 

S 27, — (om — 235) yi — om |? — Biyıl’— B|2]? 
S 22, — (0m — 2%,) yi — om |22|? + P3(Yı, 22; 22) 
folgt, d. h. jeder Punkt {z,, 2,} von ®* mit |z,| S 2,, liegt in Sun. 
j 47) Wegen des Beweises, daß aus [5. 14] die Beziehung a, <®* folgt, siehe K, S. 19/20. 















TR N Ze ee a une x 


NE LIE a a rn U 


Pe a a a a tn ige ia er 

















P 
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Wir müssen nunmehr noch zeigen, daß bei der in (5.6) und (5. 28) angegebenen 
Wahl von 


(5. 31) Pan — p, n5 


die Ungleichung [5. 30] der Arbeit K erfüllt ist. Diese Ungleichung stellt die hinreichende 
Bedingung dafür dar, daß der außerhalb des Bizylinders |z,| S In **) gelegene Teil von 
8* ebenfalls in 9, liegt #). [5.30] ist aber erfüllt, da für die untere Schranke r der 


Beträge der z,-Koordinaten der Randpunkte {z,,2,} von &,, dessen z,-Koordinaten zu 
%7„ gehören, nach (5. 21) 


(5. 32) > Pot 
n® 
gilt. Aus (5. 31), (5. 32) folgt 
Ei | | pP P “ 1 
(5. 33) ri1+ß,2312rd,2l23 5 ;=P, 
n> 4 n’ 


womit auch (5. 8) vollständig bewiesen ist. 

Wir gehen nunmehr zur Aufstellung der Kernfunktionen von %, und 9, bzw. der 
Minimalfunktion von $%,, ferner zur Untersuchung ihres Verhaltens bei der Annähe- 
rung an Q, über. Unter Anwendung von [1. 15], [4. 20], (2. 13) erhalten wir 


 — 


Ka,(zı, 29; h; t,) 
2 a? [21 +1 — (20, + 0) 21 — Om2atz(l + Bın2ı) (1 + Pt) sa) — at)? 
201m 1— 2) + Bm) — at) + Bantı) 


Setzt man nun °°) 





(5. 36) = we 


np’ 


so erhält man unter Berücksichtigung von (5.5) und (5. 6) 











(5. 37) 
2,5, 7, 1) 
In n?”’n’ nn 
3 
. 2 E — — H,(n, Z, Z3; T, ) 
n> wr: 


— 


wo H,(n, Z,,25; T,, T,) 


[2 +e+ 2 T, + (° + =) 27, T,|1 + il u) Er ll u =) 
u n> n3 nP3 | ns /\ n 





H,(n, Z; T,) 


"m; Ä 2 2 
ale, hm, ah Ch mc, 
RS -FZ 121 . - | r ng 
n> ns? nn n"”’ ; n> n n 


4) Wegen der Bedeutung von l,, vgl. S. 116. 
#) Vgl. K, S. 21/22. 
50) Es sei daran erinnert, daß mit Z,, Z, bzw. T,, T, die Koordinaten der Punkte von ® bezeichnet werden. 
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bedeutet. Da Mein ganz im Endlichen gelegener Körper ist und nach (3. 3) Z, +Z,> 2c 
ist, ist sowohl 7, wie H, für jedesn > 1 und für alle {Z,,Z}<M, {T,, T,} <M gleich- 
mäßig beschränkt. Da nach [1.10] und [1.11] 








Kyu(21, 255 11, 22) - 1 
My(21, 22; 11, 45) = aa, [ina« 2; 4,1) |? do, = — 
Kanlızta;ti,t) zZ ” ; Kanltı,ta;tı, tz) 


gilt, gelangen wir aus (5. 37) zu dem auf S. 409 formulierten Ergebnis. 


Bei dem äußeren Vergleichskörper interessiert uns nur der Limesausdruck für die 
Kernfunktion. Nach [1.15] und (2. 14) ist 


1 
Kanltı, ia; tı, 5) 


= ? [th + — (On — 2%) It |) + Bantıl?) — omm|ta? 11 + at, ]?P 
20m 141 + Anti! 


(5. 39) 








Setzt man nun , = > ‚ so erhält man schließlich unter Berücksichtigung von (5.5), 
(5.6) und (5. 28) 





1 gs u 3 
h + —Lıln, T,,T,; T,, n,) 











1 73 0 
(5. 40) — = (7, + Tip —l, 
K 1 32.3: 2 2(e —:)r° 1 + Lin, 75 7) 
n'n'n’n n3 nö 


wo L,(n, T,, T3; T,, T,) 


u = 1 — 1 | | 
(C,T,+6;T,)(T,+T,)+ za M7+T,) + le) I7,%11+ 





Gr, (23) 7 





T,+T, 
L.(n, T,; T;) = 2(;(T, + T,) + n-3Cz [(T, + T,) + 2 17, u 5 n% C302|7,|' 
bedeutet. Daraus folgt nun, daß 





1 a? " 1 | 

5.41 a Tat Tl + En, Tu, Ta DT 

( ) u 2 E r.) DPF 1 | nt ( 1 2 1 2 
%.\n'n’'n’n 


ist, wobei L eine fürn > A und {T,, T,} <M gleichmäßig beschränkte Funktion von n, T,,Tz 
bedeutet. 
III. Der innere Vergleichskörper $%, ist nach (2. 12), (2.13) durch 








M(z,,22; 21,23) 
(5. 42) ers 
1 — 2 1 | 
= 1 — 0,2,]? [21 + 21 — (on + 251) |2,1?— on] 231? | 1 + Binz]? 11 — a2, |?] > O 
121 
gegeben. 


Sei {Z,,Z,} ein beliebiger Punkt von MR und p> $%. Es existiert dann ein positives 


von {Z,,Zg} unabhängiges ı so, daß für jedes n> n,(p) der Bizylinder 


2,2 | APFEL Zi. 
ar: er 7 
n 


n 


mit dem Mittelpunkt in fm: 2} in $, liegt. (Vgl. dazu Abb. 1.) 


nP 


ER en ER rer a 


3 
h 
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Beweis. (1 — {0 = wird offenbar für ein genügend großes n für jedes {Z,, Z,}; <M 


nicht verschwinden. Es genügt also zu zeigen, daß für die durch (5.43) definierten {Z,, &,} 
M > gilt. Wir wählen nun positive r und e’ so klein, daß 


(5. 44) 2Tt +0omlr + e)” < 5 
gilt, wobei c die in (3.5) angegebene Konstante bedeutet. Aus (5. 43a) folgt nun 
ao 1 } Kur | 
nP nP COS & 
und 
Zz\_ 7 2 Me 
5.5) Rela—alist, ah 42a, 


[Wegen der Bedeutung von C und a vgl. (3.5) und (2.7).] Aus (5. 43b) folgt für genügend 
großes n 


p 
t+lZ|n 2 _tr+e 
(5. 46) Op Le _ ee = 
n® n? 


Es ist somit 




















- , „Zt+4-%: / ,D K? 
5.47) Missa HT TE — (0 + 5 +20) 
nP n5 gr 
(+e’f, , Cık A ii = 
— OO mp re 1 np 
-_1I12 ıZ2—2 Hu HEISE BU, 
- 6, — 2T— oult + eE) nn ‚(n) 
K: 
wo G(n) — F+ A — + 0o0u(l7T + e) (25 + so) sT<w _ und 
n> 
2 5 
\D (I 1 
Wählt man n>n,= max =. .. j (KÄ)? |, 





so folgt aus 6. 47) und (3.3), daß 


E 
—>0 
l 


(5. 48) M(&1, 2; &1, %2) < np 
ist, womit die Behauptung bewiesen ist. 

IV. Bei dem Beweis des Satzes III benutzten wir den folgenden 

Hilfssatz Il. Sein(z,,2,) eine in & reguläre und quadratischintegrierbare Funktion, 
die im Punkte {t,,t,}<®& verschwindet, d. h. für die 

(5. 49) n(t,,t,) = 0 
gilt. n(z,,2,) ist dann zu der Minimalfunktion Mg(2;, 22; tı, 8) von & mit dem Aufpunkt 
in {t,,t,} orthogonal, d. h. es gilt 


(5. 50) fra 23) Mg(2ı , 23; 1, 4) do, = 0. 





Beweis. Definitionsgemäß erteilt die Minimalfunktion dem a | (21, 22)? dw 


den Minimalwert, nämlich den Wert - FA SERR —, Dabei werden alle in © regulären 


Koltı, la; tı; 1,) 
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und quadratischintegrierbaren Funktionen A(z,, 2,) herangezogen, die der Nebenbedingung 
(5. 51) hit,, 1) = 1 
genügen. Die Funktion 


(5. 52) m(z,, 2) = My(2ı, 23; 11,12) + n{21, 2) — 


befriedigt nach (5. 49) die Nebenbedingung (5. 51) und ist nach der Schwarzschen Unglei- 
chung in © quadratischintegrierbar. Andererseits ist 


[nMgydo ” [nMsdo i 
6) 








1 
5.53 m |? do = [ |Mal? do —® Er EN. _ A 
| Ä g | g| . S In?do Kalt, ta; tı, tz) [\n?do 
& & 
Wäre (5.50) nicht erfüllt, so würde [ |m|? do RER. 3 —— gelten, was mit der 
G Kaltı, ta; tı,1z) 


Minimaleigenschaft der Minimalfunktion unvereinbar ist. 


Nach (4.2), (4.6), (4.8), dem Hilfssatz II und (4.1) ist 


(4. 9) ICE 1, —2)| da, 








. =”(T, + rc, ua Ty Bin, T,, T;; T,, T,) EB 3 
20 n® n’ n} = n3+e 
c2cy , B 
we ns? 
Schranke für die Funktion B(n, T,, T,; T,,T,), n>1A, {T, T,}<M und C die in 
(3.5) angegebene Konstante bedeuten. 





2 
n 7T ® .. ® . 
wobei c, sz.oı | eine von n unabhängige Konstante, B eine obere 


8 6. 

In dem vorliegenden Paragraphen soll das Verhalten einer gewissen Familie von 
Funktionen in der Umgebung eines Limespunktes zweiter Ordnung 0, untersucht werden. 
Wir beginnen mit einigen einführenden Betrachtungen. 

Wir verstehen wieder unter einer p-gekoppelten A'-Annäherung des Punktpaares 
{213 29, bt, th, 42 = 27, + iyy tk = u, + iv, an {0,a,, 0, b,} eine solche, bei der die Punkte 
{21,23} und {t,,t,} gegen {0,a,} bzw. {0,b,} im Sinne von A’ konvergieren, und außerdem 
zwischen den x,- und u,-Koordinaten die Ungleichung (3.3) besteht. Ähnlich wie früher 
erweist es sich als zweckmäßig, noch eine andere Interpretation einer p-gekoppelten AY- 
Punktfolge {z, 29, @, ı@} zu geben. 

U3 sei ein ganz im Innern von $*? gelegener einfach zusammenhängender Teil- 
bereich von 9°, der den Punkt z, = 0 enthält, und U? ein Teilbereich von ®%, für den 





außer a < —_ noch (3. 5) gilt, wobei c und C,C > c, beliebige Konstanten bedeuten, 
. | 
die nur der Forderung unterworfen sind, daß Ro, in Sg und 12 x Wi. in 8 liegt 9). 
(Wegen der Bedeutung von ®,% vgl. S. 102.) Der Produktbereich Ui x Uz soll mit 
U, die Koordinaten seiner Punkte mit großen Buchstaben Z,, Z, bzw. T,, 7, bezeichnet 





51) Aus (2.38) erschließt man leicht, daß man zu jedem abgeschlossenen u3 ein genügend kleines C so finden 
kann, daß der Bereich U} x ®}, in ® liegt. 


“ 








ung 


lei- 


der 
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werden. Ist nun eine Punktfolge {Z\”, Z%, TY”, T%?} mit lim ZY’ = a,, lim 7%? = b, 


u> % H>® 


acc u TY" | 
gegeben, und ist limn,= », so ist [2 E.,4 = TY?} eine p-gekoppelte A'-Punkt- 


p) 
H>@ u u 


er m. 1) gegeben, so setzen wir wieder 


Ist umgekehrt eine p-gekoppelte Folge {z 


Nu wo d>0 und genügend klein ist, und erhalten ähnlich wie auf S. 108 


d? d’ ö 2. 
c= minl|d, m, C = maxld, m} Wählt man als U; einen Bereich, der die Punkte a, 


und d, im Innern enthält, so kann man nach (2. 38) d so klein wählen, daß ®&. x U 
in 8 liegt. 

Bei den Betrachtungen der Limespunkte zweiter Ordnung trat der Parameter » 
auf. (Die im $2 eingeführte Hilfsfunktion f,(z) hängt von » ab.) Dieser Parameter 
genügt den Ungleichungen [6. 18], [6. 17], [6. 23], [6. 29], [6. 30], [6. 31], wodurch er 
nach unten begrenzt ist. Die in diesen Ungleichungen auftretenden Größen hängen in 
einer komplizierten Weise mit der Struktur der Berandung im Punkte Q, zusammen. 
Die untere Grenze der die obigen Ungleichungen befriedigenden Größen, d. h. die untere 
Grenze der zulässigen Werte des Parameters » bezeichnen wir mit »,. Mit Rücksicht 
auf die weiteren Betrachtungen muß der Parameter » außerdem die Ungleichung 


(6. 1) a0: — 4 Bsin —>0 


befriedigen, wobei a, B die in der Voraussetzung 1. (S. 102) auftretenden Konstanten 


sind und «& den in (2. 40) angegebenen Öffnungswinkel von ®% bedeutet. Mit z(&) werden 
wir die untere Grenze der durch (6.1) gegebenen Größen bezeichnen. 


Satz IV. Es sei jedem Punkte {t,, t,} einer im Sinne von A’ gegen Q,(0,b,), db, < 9°, 
konvergierenden Punktfolge PP eine in B reguläre und quadratischintegrierbare Funktion 
f(z1, 22; t1, 5) der beiden komplexen Veränderlichen z,, 2, zugeordnet. Jede Funktion dieser 
Schar habe die folgenden zwei Eigenschaften: 


1. Es ist 

(6. 2) ty te; tı, te) —=1, 

2. die Integrale [|f(z1, 23; t,, 12)? dw, genügen für {t,,t,} <®P" der Ungleichung 

d 
1 
(6. 3) Sir, 2951,12)? do, S a#ft, + 15)? |P?(t,) + Cl, + 14) ®), 
8 

wobei GC < @,»*>0 feste von {t,,t,} unabhängige Konstanten sind. Dann gilt für jedes 
p mit 1 <p<A bei einer p-gekoppelten A'-Annäherung des Punktpaares 


{21, 22, tı,15} gleichmäßig 





52) Es sei bemerkt, daß die Ungleichung (6. 3) offenbar richtig bleibt, wenn » vergrößert wird. 
1 1 
[Es ist (4 +4)” <(4 +4)” wenn v<» ist.] 
Journal für Mathematik. Bd. 172. Heit 2, 16 
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(6. 4) lim Zen 21, 22; tı, 3) = Mox(a,, b;) für p<i1, 
z 4) “ 
(6. 5) lım dan las: 29; 11,15) = Moı(a,, b,) fürp=1, 





wobei Mg.{z;t) die Minimalfunktion von 9° mit dem Aufpunkt in {t} bedeutet und 
v—= max [»,, v*, t(x)] gesetzt ist. 
Dem Beweis unseres Satzes liegt derselbe Gedanke zu Grunde wie im Falle der 





Limespunkte dritter Ordnung. Da die Verhältnisse hier etwas anders liegen, sollen die ie 
Betrachtungen in allen Einzelheiten durchgeführt werden. 
I. Im $2 haben wir den inneren Vergleichskörper %, eingeführt. Nach (2.47a) 
hat die reziproke Kernfunktion von %, den Wert 
> _— a", 
tree 
K, ‚(2,2 25; bı, 2) (2) we a7 
ad) u) Fr 


Nach (2. 46) ist (6. 6) gleich 


- 1 ee 1 1 
- 2, 4,)\* Sur ——— u ß v v 
n? (+ A) ( + eo nie 1 (te) +2 8,2» )) Ku +1 Kt, o) ß +2 Pe) 1" +4, Pi) 
EN ne 








1 1 
w’(2,) + A K,(, R =; + A K,ft,, ol 
z ı ı ı ı 
a*(2, + Ay (1+ eat 4 [1— w(2,)ult, + 2, Su ni . 1,)+ WB Bla,» 25; 1,2) [1 — 2, B ar )—t, B(2,1,)] 
1 


th) 











’ K;(2,, 2) v Kılı, a 
we, yao|ı+ u |: PR r 





1 
eat 41)? [1 — w(2,) w(t,) ba) ’ £. 7 2: 
w’(2,) w(t,) + 2 ACE 25: kt, )-+ Bo 25; . 


Da |w(2)] Ss 1 <1, w(2,) Z 9 > 0 ist und FE für 2, 4< Br beschränkt bleibt, sind die Funktionen 
ı+h| 


B,(2, 25; 6; t,) für {2,,2,} und {f,,t,} aus RB, x u nach (2.47) und (2.44) gleichmäßig beschränkt. 


benötigen wir eine schärfere Abschätzung. Unter Benutzung der auf S. 104 eingeführten 





Für Be: 5 
Kz,(t,,t PR t,.4,) 


k 
Abkürzungen w(X)= schreiben wir unter Anwendung des ersten Mittelwertsatzes 


DJ 
y4 


1 
t — _— 
(6. 8) u) (co) = u) + 17 HD) At, + WR, lt), 
v\ı 


wo 








t, ara )} 


(6.9) Kyyslyt,) = 4 w+2) (; 1) Trace t, zer er k, t, f?(8t,) 
£ v1 v ı 


_ Qulk+1) 4 BE TER bei Bea AR 
m (man TA, 1,60) ) Tr, on" 


Es ist somit 





bedeutet. 
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1 
MM) ——— 
Ka, b,; ; t,) 
olij? 1 3 a 2 
rt wi: ) [1— |w(t,) + 1} ur4, 1, + TR‘ ‚) Fi- At +1’ ,)l? 
| 1 1 
— el Be 5 u u ee a an a mn 
I 9,) + 147, Er K,(t,t,)l2 
1 2 GE . 1 2 2 2 
aylı (® —2Relı? A, 1,u®«,) wW)| 1 But) + 4’ B,,lt, D 1 eis me | 2 | 7) ’G AR "14,8 
4+ 4) 11 — wit) —2Relt, A, t,w(t,) wi,))+t, But . t,) ei 1—2Re\4,t’/ +1, Gt) +4, Et) + It” 14,1] 
, — EEE EEE, 7 % 
EEE ı ia Er — - — _ — - 
At) = 3 2 
wa)? | + 2Re "— ar Bat td + 4 Butt) + IE” izle 1? 
w’(t,) 
lt + A — ut, elt 21,W(t,)w(t, ut, - 2 2 | 
ai y* Ph; 1 T-24,r. 7 le + Bu 1) +1 B tt) + 1,1” Butt .)| 
ua]? url 1— jw(t,))? ut) ve u 
1 ap?(t ) 2 2 2 o £ |* 12 
(+4) ru —2Re ar (ro, + 1 Btt) + ty Bett) + Il” Bat, | 14 . G | 
zu 
wobei B£ (21,22; tt.) für {f,,4} <U gleichmäßig beschränkte Funktionen sind. 
Setzt man nun 4, = Z ‚4=T, ı= A ‚2, = Z,, so gelangen wir zu dem folgenden Ergebnis: 
) n 


Für die Minimalfunktion bzw. die reziproke Kernfunktion des inneren Vergleichs- 
körpers %, gilt: 


Z T 
6.11) Mala, 2; 9, T,) 


oz, 7, + Tl — w(T,)Ie7 7 + Baln, Ts Ta; n,T)| 











FB 
— n?r—-? . EEE EEENENEIESE DEREN Sei ; ee 
Ay = | 
Q + ) [1 — w(Z ‚) w(T, )Pw®(T,) h- 2 Bys(n, Z,, Z3; T,, r,| 

n? 
(6. 12) - - F 
41 mL 

K,.| 2,7, 2,7) 


« 


- un Bd P®(T,) — T Re 7; (px 1) — De) r . Bj(n, T,T,; T,, nl, 

I u Be BE 

wobei Bjs(n, Z1, 22; Tı, Ta) und By{n, T,, T5; T,, T,), k=17,19, für {Z,, Z,} und {T,, T,} 

aus U und n>1 gleichmäßig beschränkte Funktionen aller Veränderlichen sind und P(T,) 
den Abbildungsradius von 9° im Punkte T, bedeutet. 

Bei dem Korollar, in welchem die Limesformeln für Mg gewonnen werden, benötigen 


wir eine Abschätzung für die Kernfunktion des im $ 2 eingeführten äußeren Vergleichs- 
körpers. Nach (2. 47a) ist 











(6. 13) 


1 nu _ h s t,) "1 — - |w 
2 | 
| 


Ka,(t, tz, tı, t,) (t2f,(t) 
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Nach dem ersten Mittelwertsatz ist wieder 
1 2 


(6. 14) u, 1,4) = wl)— tr At, td() +1? Kult,t,), 
wo 
(6.15) Kylt,t) = ut, 7,008) 2 (ar)? + wer (2 7,(08,)) 1, (> (8t,), 


0<#<1, 


eine für {t,,t,} <W gleichmäßig beschränkte Funktion bedeutet. Man erhält somit für (6. 13) 
a 3 a3 pP 
a’, + zelı- wit, E +2Re (7 A,t BaE) +1 Bat ii By 
1 2 
+# Ep 1—A,t’ +1" Bl? 


(6. 16) 





4 „tw %t,) 


WII Rue 





2 2 2 
+ ı) + y B, K [I B„+ Id, i Be 





_ Alt + HA — uhr)? f 0 Ir A ‚ee we) ut) 
rn )l 1— ul)? u) 





— 2, +4) IPr+ 2Re [4,5 (Po 2] + Re Ir B,|, 
wobei für {f,,1,}< WS, x U} die B, gleichmäßig beschränkte Funktionen sind. 


Setzt man nun wieder i, = -., t, = T,, so gelangen wir zu dem Ergebnis: 
Für die reziproke Kernfunktion des äußeren Vergleichskörpers U, gut 
1 
T 
Kun ey T,; ',7,) 


‚T 
[par + I rela,z ar: r(Pry +7, 


n” 


(6. 17) 









dP2(T,) 
Be, 





n(T,+T 1 en 
unlt 2 la a) +—Bx(n, T,, T,;T,, T,) ) 
n n 
wo Bar(n, T,, Ta; T,, T,) fürn >1 und {T,, T,}<MW eine gleichmäßig beschränkte Funk- 
tion ist. 
II. Sei {Z,, Za} ein beliebiger Punkt vonWund p >0. Es existiert dann ein von {Z,, Za} 
und n unabhängiges ı so, daß für jedes n> n, der Bizylinder 


Z 
(6. 18) e(“,2,): - <— 











a — Z| <r 


mit dem Mittelpunkt ın E 2.) in %, liegt. 


Beweis. $,'(z, = y) ist ein Sternbereich, dessen Berandung durch die Gleichung 
(6.19) R= h*(y,6) = hl — Yly)] ,)l, 7 = rei, d,(y) = arc /,(y) [6. 46a] 
gegeben ist. Wir wollen nun zeigen, daß ein von O8 und p unabhängiges ry, = ru(x, v) 


ua . 2 
so existiert, daß für r < min (ro, ins x) 





(6. 20) ir N) <o, york 0S0<% 
alt. 

Es ıst 

* d 

6.) AR 0 . 





dr 
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Wir werden nun für Ar! und m einige Abschätzungen gewinnen, wobei wir 
2» 
zunächst annehmen, daß r s (>) ist. 


Nach den auf den S. 619 und 620 der Arbeit A ®) abgeleiteten Formeln und nach (2. 44) ist 
1 


(6.2) f,e) =1— 4,2’ —G,(), 


wo 





EEE WERE! em 
un aa = —7 = ir Bi a ”) ee 


ist. Da nun 





1 1 | 1 1 
A. r(7+5,) 1 1 730% (z21)* | _ |2|* 
u au nd 7 -,+0(5). | "..3: 
Perg) . Tr: 
v 2 2» v 
ist, gibt es von » unabhängige Konstanten Z,M (L<1+e, M<1+ e, mit lime, = 0) so, daß 
>» 
L 1+- Gr) _M- 
(6.24) este”, mr sr 


| ip\, | £ 
) s- r” folgt. Andererseits ist 


1 1 
6.5) 1-47’ ct —|@,1< 14,1 SI—A,r’ (cos £ — sin 2 ) +Im6, + ReG,. 


gilt, woraus auch 


Aus (6. 24) und (6.25) erschließt man, daß | f„(re'®)) >} gilt, und ferner, daß 
a 2 
(6.26) Ref,tre)=1—4,r” co +ReG,, Imf,(re')=—4,r” sint + ImG,, 
1 2 1 


(6. 27) ıf,’ = 1— 27” A,cos? - Ar +2RBRe6G, + 16, + 27’ IC, cos (* — arcG,| 








ist, woraus 
w alf,| 2A, cos — i 
(6. 28) a Fe —ı + Klo, r) 
vr 
folgt, wo 
2 4, dReG diG,| , 24,16 
Key, r)=— zu + 2 a I +2/@,| * eo: cos (* — arc 6) 

y _ Du 


„4aG,| Se . | 
+ 24A,r” — cos (2 —arcG,) —24A,r’ sin (? —arcG,) IG,! _ a 


bedeutet. Aus (6. 24) folgt, daß 





53) Es ist 
darcG, 'dlogG,| _ |dG, 
191 —— E11 |,” 21% ‚ 
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1 2 2 
2A! gMr’ 2LMr > 2Alr’ 4AMr” 
6.29) |Kl,r)| < - 5 nahe 
(6.239) IK, rn) Ss et = EEE GERT 
vr 
1 
1 1-2 
-— arm + 057 4 20) 44H 
‚ RRE..& 
vr 
1 
u Sa 
vr 


2» 
- ) eine gleichmäßig beschränkte Funktion ist. Somit ist 


ist, wobei B*(r) für rs (3 





In | | 
(6. 30) A kn a K(r, v) 
vr v 
2 


wobei K(r,v»)=»r ”’Kyfr,v) ist und für» >1, r< (5) gilt: |K(r, v)| S B*(r). 



































.. |dd,(re!?)| .. 
Für | Zi erhält man unter Benutzung von (6.24) und (6. 25): 
| Im f,| alm f,| , mr dRet, 
on d9,(re)| _ Hude} 717 Po mad z TPRET salRen +1 „sBeb| 
da | dr er [Re f,]? | ’ dr ‚dd | 
1 1 sin 1 
= E _ 1+— _ 
sallirarıtı le + U rr)a (arms ') (3 +] 
’* ._. „”._. v 
r Allan 
Ä - 1+- 
2 o 4? ” & v x 1+— 
_ 4 nk ‚ 2A,r" sin - 2 LA,r sin — „ddr ” 
y ı_ tt En: RR) ı_.ı 
r v r v rY v vr v 
un 
+ Mr (1+A,r’+24r "+4,r sin *) 
Br, 1 
4 A,sin — i 1ı+2 ar 3 ı+4 3 
— 120" BP _ PR... KR (1+ Ar’ +22," ”+4,r” sin . 
ıi_.t v 8 er v v 
= vsin — A,sin — 
vr v 
(2) 
Da a > T angenommen werden darf, ist vsin — >— 5 ; da ferner n —os u = für »>1 gleichmäßig be- 
sin I sin — 
y v 


schränkt ist, so gelangen wir zu dem Ergebnis, daß 


4A, sin — 


| ip 
(6. 32) ar is me ha in 


v 








vr 


gilt, wobei B**(r) für rs (z)" eine gleichmäßig beschränkte Funktion ist. 


Aus (6. 30) folgt, daß Sn | <0 ist für genügend kleines r, und da 
ist, folgt aus (6. 21), (6. 30) 2 (6. 32) 





1 


2 


FAR € 


4 
! 
; 
4 
Ä 








u. 


























& 
A,acos — 1 ABA, sin 
dh*( ’ 9) v - r ı 
(6. 33) —r Sm [1-+r’ B*(r)] + — . Bi [1 +r” B**(r)] 


7 | & cc n 

Ss — —ı (a cos — — 4B sın ) + r’B'(r)|, 
I v v 

Br 





wobei B'(r) eine für genügend kleines r gleichmäßig beschränkte Funktion bedeutet. 
(Wegen a und B siehe S. 102.) Aus (6.1) und (6.33) schließt man weiter, daß ein 





positives 79 = r,(&, v) = min so existiert, daß für jedes r <rf 





ip 32 
r0(%, v), (5) ; 5 COS & 
und jedes %, |p| <a, die Ungleichung (6. 20) erfüllt ist. 
Wir gehen nun zum Beweis der unter II formulierten Behauptung über. Die Rand- 
kurve von $, (2, = y) ist durch (6. 19) gegeben, wobei für jedes $, | p| <a, 
(6. 34) lım |f,(re'*)| =1, lım d,(reir) = 0 


gilt. (Vgl. dazu auch die Formeln [6. 14] und (14) der Arbeit A.) Da die Punktmenge 
ZS’,m > ®, gegen einen inneren Punkt von $? konvergiert, existiert ein 7, > 0 
so, daß für jedes genügend große m der Kreis |{,— Z3”| < 2r, in 9? liegt. Anderer- 
7+ 2), ‚ so bestimmen, daß 
& 


+7: der Kreis |, — Zi <r, in %,-(z = 2ler) 


seits kann man nach (6. 34) ein positives 22 s rl 
für jedes ZX” und 9, |p|<- 


liegt. Ferner existiert ein 7, >0 so, daß man um jeden Punkt - des Winkelgebietes 





®.: r<lL|p|<x, den Kreis 1-5 s _ legen kann, der ganz in dem Winkel- 
. 2 i | & U T j 
gebiete weraer r<2l,|p| < +3 liegt. Da 
dh*(re‘?, 6) 5 Inc, 7 
Der Tue <0 ıst für r<2l,|p|s5 7: 
gilt für n <r, <2l: (2, = neir)<$,-(z, = r,e*). Demnach wird für y<®, a, 


2 4 
und für jedes m der Kreis I — ZU”| <t, in 3,-(2, = Y) liegen. 
Jeder Bizylinder (6.18) mit r = min (r,,T,) wird somit ın 3, liegen. 
III. Wir gehen nunmehr zum eigentlichen Beweis des Satzes IV über und setzen 


(6. 34) h(z,, 28} I, t,) u 2; 22; tı, t,) rg M3,(2, 23; tı, t,). 
Nach dem Hilfssatz II folgt aus (6. 3), [1.11] und (6. 12), daß 
2 
(6. 35) fr (2,2; n r,) dw, S .. ) 
| n 2 + — 
Ro e; 
1 
+ | ' 7 P- | dP?(T,) 


a=a“XT,+T)) ’ 
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gilt. Ist nun {Z,,Z,}<MU, so ist für ein genügend großes n 12, 2, <$, und, da fin 


dem Bizylinder e(“, 2.) regulär ist, gilt nach (4. 10) 
































h|?’dw — 
«e .) ı/ Flrrdo 2 
< _ nr < _ I a V- = = u. ) 
= Z ”. Z x BET 2 2 ze. 
Vol. e m, 2.) Vol. ie (m, 2.) a + v ” a" 977, 
d.h. für jedes {Z,, Zu} <M gilt 
(6. 37) n2-2r „(2 VAR T; T ) Br. © 
. np’ 27 n ’ 2 ven rt 
Aus (6. 34), (6. 11) und (6. 37) folgt nun 
ce Z B : 
(6. 38) Ma, (ch, 235 T,) 
DA + Ay — |w(T,)]?]? B ir. + T,)? n?-% B 
— — FRE 3. Be (1 + 7) u LI : T, Myı(Z,, rl + 2 i 
(a +2) 1 —uz era) (+) n" 


woraus (6. 4) bzw. (6. 5) folgt. Damit ist der Beweis des Satzes IV erbracht. 

Die Minimalfunktion My(2,, 25; tj,t5) von ® erfüllt definitionsgemäß (6. 2) und 
nach [1.11], [1.42] und (6. 17) die Ungleichung (6.3). Es gilt somit das 

Korollar. Für die Minimalfunktion Mg(2,, 22; t}, t,) von ® gelten bei einer p-ge- 
koppelten A'-Annäherung des Punktpaares {z,, 22, t,,12}—{0, a,, 0, b,} die in (6.4) bzw. 
(6.5) für f(z,, 2; t,,t,) angegebenen Limesrelationen. 


Tomsk, Forschungsinstitut f. Mathematik u. Mechanik. 


54) Mit c, werden wieder von n und {Z,,Z,} unabhängige Konstanten bezeichnet. 





Eingegangen 11. März 194. 




















